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Bu galismada, eksenel yonde fonksiyonel derecelendirilmis kolonlarin burkulma
davranig1 arastirilmistir. Kolonlar, kayma deformasyonunun burkulma yiikii tizerindeki
etkisini gérmek igin Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkiris teorilerine dayali olarak
modellenmistir. Burkulma davranigini  yoneten diferansiyel denklemler, denge
denklemleri yardimiyla iki farkli formatta elde edilmistir. Davranis1 yoneten diferansiyel
denklemler, Python dilinde hazirlanmis Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemine dayali bir
program yardimiyla ¢oziilmiistiir. Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yontemi yardimiyla elde
edilen burkulma yiikleri, literatiirde bulunan sonuglar ve Abaqus sonlu elemanlar
yazillmimdan elde edilen sonuglar ile karsilastirlmistir. Malzeme degisim
fonksiyonlarmimn, smir kosullarin ve kesit Ozelliklerinin burkulma yiikiine etkisi
aragtirilmistir,.  Eksenel yonde fonksiyonel derecelendirilmis malzemeli kolonlarin
burkulma yiikiiniin hesaplanmasinda uygulanan sayisal yontemin etkinligi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Burkulma analizi, Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme,
Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi, Euler-Bernoulli Kirig
Teorisi, Timoshenko Kiris Teorisi



ABSTRACT

MSc THESIS

BUCKLING ANALYSIS OF COLUMNS WITH FUNCTIONALLY
GRADED MATERIALS

Burkay SIVRI

CUKUROVA UNIVERSITY
INSTITUTE OF NATURAL AND APLLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF CIVIL ENGINEERING

Supervisor: Prof. Dr. Beytullah TEMEL
Year 2023, Pages: 71

Jury : Prof. Dr. Beytullah TEMEL
: Prof. Dr. Naki TUTUNCU
: Prof. Dr. Faruk Firat CALIM

In this study, the buckling behavior of axially functionally graded columns
has been investigated. Columns are modeled based on Euler-Bernoulli and
Timoshenko beam theories in order to see the effect of shear deformation on the
buckling load. Differential equations governing the buckling behavior are obtained
in two different forms with the help of equilibrium equations. A program based on
the Complementary Functions Method which was prepared with the Python
language has been used in the solution of differential equations. The buckling loads
obtained by the Complementary Functions Method have been compared with the
results found in the literature and those of the Abaqus finite element software. The
effects of material functions, boundary conditions, and section properties on the
buckling load have been investigated. The efficiency of the numerical method
applied in the calculation of the buckling load of columns with functionally graded
materials in the axial direction is shown.

Keywords: Buckling analysis, Functionally graded material, Complementary
Functions Method, Euler-Bernoulli Beam Theory, Timoshenko Beam
Theory
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GENISLETILMIS OZET

Miihendislik uygulamalarmin temeli, yiikk altinda bulunan cisimlerin
ugradigi deformasyonu aragtirmaya ve smirlandirmaya dayanmaktadir. Bu
deformasyonlar kuvvetin tiirii ve siddetine bagl olarak degistigi gibi cismin
meydana geldigi malzemenin mekanik 6zelliklerine gore de degisir.

Giliniimiizde gelisen miihendislik uygulamalari, tasarimlar1 olusturacak
malzemelerin iistiin dzelliklerini talep etmektedir. Istenilen bu mekanik &zellikler
homojen-izotrop malzemelerden karsilanamayabilir. Malzeme iiretim tekniklerinin
gelismesiyle birlikte, mekanik 6zellikleri bir noktadan diger bir noktaya siirekli
olarak degisen fonksiyonel derecelendirilmis (FD) malzemeler iiretilmeye
baglanmustir. Uretilen bu malzemelerin kullamlabilirliginin arastiriimasi amaciyla;
serbest titresim, zorlanmis titresim, aginma, yorulma ve burkulma davranislarinin
belirlenmesi gilintimiizde 6nem kazanmuistir.

Bu calisma kapsaminda eksenel yonde fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeye sahip kolonlarin burkulma davramigi arastinlmistir. Kayma
deformasyonunun burkulma davranigi iizerindeki etkisini gorebilmek amaciyla
kolonlar Euler-Bernoulli Kiris Teorisi (EKT) ve Timoshenko Kiris Teorisine (TKT)
dayali modellenmistir. Burkulma davranisini yoneten diferansiyel denklemler,
denge denklemleri ve i¢c kuvvet degisimleri yardimiyla bulunmustur. ki farkli
formatta elde edilen yonetici diferansiyel denklem takimlari Tamamlayici
Fonksiyonlar Yontemine (TFY) dayali Python dilinde hazirlanan bir programla
¢Oziilmiistiir.  Smir deger problemini baslangi¢ deger problemine doniistiirme
ilkesine dayanan TFY, 4. ve 5. mertebeden Runge-Kutta (RK4 ve RKS5) algoritmalari
kullanilmustir.

Elde edilen yonetici denklem takimlari, homojen-izotrop malzemeye sahip
kolonlarin iizerinde test edilmistir. Ankastre-Ankastre (A-A), Mafsal-Mafsal (M-M),
Ankastre-Mafsal(A-M) ve Ankastre-Serbest (A-Se) sinir kosullar1 i¢in elde edilen
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kolonlarin  burkulma  yiikleri literatiirde  bulunan analitik  sonuglarla
kargilagtirilmigtir.

Eksenel yonde FD kolonlarin burkulma davraniginin incelenmesi amaciyla
¢ farkli malzeme degisim fonksiyonu ele alinmigtir. Ele alinan malzeme degisim
fonksiyonlari i¢in EKT ve TKT’ye dayali modellenen kolonlarin burkulma yiikleri
aragtirilmigtir. Farkli sinir kosullart i¢in kolonlarin TFY yardimiyla elde edilen
burkulma yiikleri literatiirde bulunan sonuglar ve Abaqus sonlu elemanlar
yazilimindan elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.

EKT’ye dayali modellenen eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin TFY ile
heaplanan burkulma yiiklerinin Abaqus sonlu elemanlar yazilimindan elde edilen
burkulma yiikleriyle olduk¢a uyumlu oldugu goriilmiistiir. Abaqus ile yapilan
analizlerde, kullanilan homojen-izotrop eleman sayisi arttikca burkulma yiikleri
daha hassas bir sekilde elde edilmektedir.

EKT’ye dayali modellenen FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma
yiikleri L/h oranindan etkilenmezken, TKT’ye dayali modellenen kolonlarin
boyutsuz burkulma yiikleri L/h oran1 arttik¢a artmaktadir. L/h oram arttikca TKT ye
dayali kolonlardan elde edilen sonuglarin EKT’ye dayali kolonlardan elde edilen
sonuglara yaklastig1; bu oran azaldik¢a kayma deformasyonunun kritik burkulma
yiikiine etkisinin arttig1 gézlemlenmistir.

FD malzemeli kolonlarda en biiyiik burkulma yiikleri Model 3 malzeme
degisim fonksiyonu i¢in elde edilmistir. Ayn1 malzeme degisim fonksiyonu ve L/h
oranina sahip kolonlarda en bilyilk burkulma yiikleri A-A smir kosulunda elde
edilirken, en kii¢iik burkulma yiikleri A-Se sinir kosulunda elde edilmistir.

Malzeme degisim fonksiyonlarinin, kesit 6zelliklerinin, siir kosullarinin,
kiris teorilerinin ve baglangi¢ deger probleminin ¢dziimii i¢in secilen algoritmalarin
kritik burkulma yiikii iizerindeki etkileri arastirilmis, cizelgeler ve sekiller halinde

bu calismada sunulmustur.
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Bu ¢aligmada elde edilen yonetici diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde,
uygulanan sayisal yontemin eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin kritik burkulma

yiiklerinin bulunmasinda etkin olarak kullanilabilecegi gosterilmistir.
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1. GIRIS Burkay SIVRI

1. GIRIS

Miihendislik uygulamalarinda kullanilan malzemeler genellikle homojen-
izotrop Ozelliklere sahiptir. Bu malzemeler kullanim amaglari dogrultusunda
gosterdikleri giiglii 6zelliklerinden dolay1 tercih edilmektedirler. Ancak bazi
durumlarda homojen-izotrop malzemeli elemanlardan istenilen mekanik 6zellikler
elde edilemeyebilir.

Teknolojinin ve malzeme fliretim tekniklerinin giiniimiizde gelisimiyle
istenilen talepleri karsilayacak c¢oziimler hizla hayatimiza girmektedir. Kompozit
malzemeler farkli malzemelerin iistiin Ozelliklerini bir araya getirmektedir.
Kompozit malzemelerin temel amaci, kullanildigi elemanin dayanimini, agirligini,
iletkenligini, asinmasini, yorulma dayanimini, dayanikliligini istenilen dogrultuda
arttirip azaltmaktir.

Malzeme oOzelliklerinin bir noktadan diger bir noktaya siirekli olarak
degistigi malzemelere, FD malzemeler denilmektedir. Malzeme o6zelliklerinin
degisimi dogrultusuna bagl olarak eksenel yonde ve kalinlik yoniinde FD
malzemeler uygulamalarda yaygin bir bi¢imde kullanilmaktadir. FD malzemeler,
kompozit malzemelerin bir alt dali olarak siniflandirilabilir.

FD malzemeli elemanlarin uygulamalarda kullanilmaya baslanmasiyla
birlikte mekanik 6zellikleri birgok ¢alismada arastirilmaya devam etmektedir.

Basing, egilme ve kayma sekil degistirmelerinin kirig, kolon, kablo ve
cerceve sistemlerine etkisini arastirirken, bu elemanlarin tasariminda kullanilan FD
malzemeli elemanlarin emniyet sartlarin1 saglamasi gereklidir.

Dis yiikler, mesnet ¢okmeleri ve sicaklik degisimleri gibi etkiler, yapilar
iizerinde deformasyonlar ve gerilmelere sebep olmaktadir. ilgili yonetmeliklerle bu
etkilerin kontrolii temelde iki prensibe dayanmaktadir. Bu prensiplerden biri kesitte
olusacak en biiylik gerilmenin kontrol edilmesiyken digeri elemanin denge halinin

kararl1 olup olmadiginin tahkikidir.
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Eksenel basing kuvveti etkisi altinda bulunan gubuk elemanlarin analizi
miihendislik problemlerindeki temel arastirmalardandir. Bu tiir elemanlarin statik,
dinamik ve stabilite analizi giinlimiizde birgok arastirmaya konu olmustur.

Bu ¢aligmada eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma davranigini
yoneten diferansiyel denklem, denge denklemleri yardimiyla elde edilmistir.
Bulunan diferansiyel denklem, birinci mertebeden adi diferansiyel denklem takimi
formatima doniistiiriilmiistiir. Denklem takiminin sayisal ¢oziiminde TFY
kullanilmustir.

Bu tez caligmasi asagidaki boliimlerden olusmaktadir.

2. boliimde, eksenel yonde FD kolonlarin mekanik 6zelliklerini inceleyen
caligmalar toparlanmistir. Burada basing kuvveti altinda bulunan ¢ubuk elemanlarin
burkulma davranisini farkli sayisal yontemler ve yazilimlar kullanilarak inceleyen
caligmalara agirlik verilmistir.

3. bolimde, FD malzemelerin uygulamalardaki kullanim alanlarindan,
mekanik Ozelliklerinden ve iiretim tekniklerinden bahsedilmistir. Stabilite konusu
hakkinda genel bilgilerden bahsedilmis olup dogru eksenli kolonlarin burkulma
davranmigin1 yoneten diferansiyel denklemler sunulmustur. Eksenel yonde FD
malzemeli kolonlarin burkulma davranigini yoneten diferansiyel denklemler elde
edilmis ve bu denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilacak TFY tanitilmustir.

4. bolimde, elde edilen yonetici diferansiyel denklemler iizerinden
homojen-izotrop malzemeli kolonlarin farkli sinir kosullarindaki burkulma yiikleri
bulunmustur. TFY kullanilarak elde edilen boyutsuz burkulma yiikleri literatiirde
bulunan kesin sonuglarla karsilastiritlmistir. Calisma kapsaminda ele alinan eksenel
yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma yiikleri EKT ve TKT ye dayali modeller
iizerinden elde edilmistir. Kayma deformasyonunun, kesit geometrisinin, malzeme
degisim fonksiyonlarinin ve siir kosullarinin burkulma davranisina etkisi
arastirilmustir.

5. boliimde, ¢calismadan elde edilen sonuglara ve onerilere yer verilmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Goren ve Erim (2000), degisken kesitli TKT’ye dayali konsol kirislerin
stabilitesini incelemislerdir. On farkli kademeli ve kademesiz kirisin kritik burkulma
yiikleri Sonlu Eleman ve Sonlu Eleman-Tasima Matris Metotlari ile bulunmustur.
Boylelikle iki yontemin etkinlikleri karsilastirmiglardir. Hesaplamalarda MATLAB
5.1 programlama dilini kullanip ¢éziimlerin dogrulugunu iiniform kirisleri goz 6niine
alarak kontrol etmislerdir.

Elishakoff (2001), homojen-izotrop olmayan kolonlarin burkulma yiikiinii,
polinom tipi malzeme fonksiyonlar1 i¢in bulmustur.

Coskun ve Atay (2009), sabit ve degisen kesitli Euler kolonlarinin burkulma
yiiklerini aragtirmislardir. Dogrusal olmayan adi kismi diferansiyel denklemlerin
¢6ziimiinde kullanilan Varyasyonel Iterasyon Y éntemi’nin burkulma yiiklerinin elde
edilmesinde etkinligini arastirmislardir. Uygulanan yontemin farkl sinir sartlarinda,
sabit ve degisken kesitli kolonlarda etkin sonuglar verdigini géstermislerdir.

Singh ve Li (2009), eksenel yonde FD malzemeye sahip degisken kesitli
kolonlarin  burkulma yiikiinii hesaplayabilmek i¢in matematiksel model
sunmuslardir.

Huang ve Li (2010), FD daire kesitli kiris-kolonlarin burkulma davranigini
kayma deformasyonunu dikkate alarak incelemislerdir. Bulunan sonuglari, TKT ve
EKT’ye dayali bulunan burkulma yiikleriyle karsilastirmiglardir. Onerilen
yaklagimin avantajlarini, kayma deformasyonlarini hesaba katmasi ve herhangi bir
diizeltme katsayisina ihtiya¢ duyulmamasi olarak sunmuslardir.

Shahba ve ark. (2011), EKT’ye dayali modellenen eksenel yénde FD
kirislerin serbest titresim ve burkulma analizini sonlu elemanlar yontemi yardimiyla
gergeklestirmiglerdir.  Farkli  koniklik  oranlarmin  ve malzeme degisim
fonksiyonlarinin ¢esitli sinir kosullarindaki kolonlarin burkulma ve serbest titresim

davranisi lizerindeki etkilerini aragtirmiglardir.
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Shahba ve ark. (2011), TKT’ye dayali modellenen degisken kesitli eksenel
yonde FD kiriglerin serbest titresim ve stabilitesini aragtirmiglardir. Sonuglart sonlu
elemanlar yontemi kullanarak elde etmiglerdir. Klasik ve yari rijit sinir kosullari
altinda, farkli koniklik oranlarinin ve malzeme degisim fonksiyonlarinin kiriglerin
mekanik 6zellikleri tizerindeki etkilerini calismalarinda sunmuslardir.

Huang ve Li (2011), {iniform olmayan ve kolon ekseni boyunca egilme
i¢in analitik yaklagim sunmuslardir. Mafsal u¢lu, ankastre u¢lu ve konsol kolonlarin
burkulma davranisim1 idare eden diferansiyel denklemi, Fredholm integral
denklemine indirgenmislerdir. Uyguladiklar1 yontemin etkinligini literatiirdeki
boyunca polinom, trigonometrik ve iistel fonksiyon seklinde degisen kolonlarin
burkulma davranigini incelemislerdir. Ayrica yontemin serbest titresim probleminde
uygulanabilirligini géstermislerdir.

Elishakoff (2012), FD kolonlarin burkulma davranigini incelemistir.
Malzeme 06zelliklerinin kolon ekseni boyunca degistigi varsayimini yapmistir.
Calismada, konsol kolonun burkulma modlari, dérdiincii ve besinci dereceden iki
alternatif polinom varyasyonu dikkate alinarak bulunmustur. Kolondan istenilen
tagima kapasitesine gore eksenel yonde fonksiyonel derecelendirmeyi belirlemistir.

Rajasekaran (2012), iiniform olmayan eksenel yonde FD kirislerin farkli
smir kosullarinda, burkulma ve serbest titresim davramigini dinamik rijitlik
yaklasimma dayali diferansiyel doniisiim yontemini kullanarak incelemistir.
Uyguladig1 yontem sayesinde kiris ekseni boyunca kesit alani, kesit atalet momenti
ve malzeme 6zelliklerindeki degisimi modelleyebilmistir.

Yilmaz ve ark. (2013), elastik zemine oturan {iniform olmayan eksenel
yonde FD kolonlarin burkulmasin1i Lokalize Diferansiyel Kuadratiir Yontemi
yardimryla arastirmiglardir. Burkulma davranigini yoneten diferansiyel denklemleri
EKT’ye uygun olarak elde etmislerdir. Kolon ekseni boyunca farkli kesit ve

malzeme Ozelliklerinin burkulma yiikiine etkisini arastirmiglardir. Uyguladiklar
4
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yontemden elde ettikleri sonuglar literatiirde bulunan diger analitik ve sayisal
caligmalardan elde edilen sonuglarla karsilastirmiglardir.

Simsek ve Yurtcu (2013), yerel olmayan TKT ve EKT’ye dayali modellenen
nano kiriglerin egilme ve burkulma analizini arastirmiglardir. Kirislerdeki
fonksiyonel derecelenmeyi kalinlik yoniinde ele almiglardir. Yonetici denklemleri
minimum potansiyel enetji prensibiyle elde etmiglerdir.

Chen ve ark. (2015), TKT ye dayali FD bosluklu kiriglerin elastik burkulma
ve egilme analizini incelemislerdir. Kirisler iki farklt modelde kalinlik ydniinde
derecelendirilmistir. Kiriglerin mekanik davranisini idare eden diferansiyel denklem
sistemini Hamilton prensibiyle elde etmiglerdir. Diferansiyel denklemin ¢éziimiinde
Ritz Metodunu kullanmislardir.

Filiz ve Aydogdu (2015), cesitli sinir kosullarindaki eksenel yonde FD
Euler-Bernoulli kiriglerinin titresim ve burkulma davranisini Ritz Metodu
yardimiyla incelemislerdir.

Ulukoy (2016), eksenel basing kuvveti altinda malzeme 6zelliginin eleman
kalinlig1 boyunca siirekli degistigi FD kirigin burkulma analizini ANSYS sonlu
elemanlar programi kullanarak yapmistir. Analizler sonucunda derecelendirme
yoniine paralel yiiklenen FD malzemeler, homojen-izotrop malzemelerle benzer
ozellikler gosterirken; derecelendirme dogrultusuna dik yiiklemeler ise malzeme
isteline bagli sonuglar gdsterdigini ortaya koymustur.

Huang ve ark. (2016), FD iiniform olmayan kiriglerin burkulma davranigini
incelemislerdir. Malzeme degisimini kirig ekseni boyunca ele almiglardir. Kirisler,
kayma deformasyonlarini dikkate alan TKT’ye dayali modellenmigtir. Burkulma
davranisini yoneten diferansiyel denklemi, yardimci fonksiyonlar ve gii¢ serilerine
dayali olarak ¢6zmiis ve kullandiklar1 yontemin etkinligini géstermislerdir.

Simgek (2016), TKT’ye dayali modellenen malzeme &zelliklerinin eksenel
yonde ve kalik boyunca degistigi varsayilan kiriglerin burkulmasini arastirmistir.
Farkli sinir kosullarindaki FD kolonlarin kritik burkulma yiiklerini Ritz yontemi

kullanarak elde etmistir. Ayrica karsilagtirma amaciyla EKT’ye dayali modellenen
5
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kiriglerinde burkulma yiiklerini elde etmistir. Malzeme derecelenmesi ve kayma
deformasyonunun burkulma davranisi iizerindeki etkilerini ¢aligmasinda sunmustur.

Kahya ve Turan (2017), FD kirislerin burkulma ve serbest titresim analizi
icin birinci mertebe kayma deformasyon teorisine dayali sonlu eleman modeli
sunmuslardir. Sunulan sonlu eleman modeli, beg diiglim noktast ve on serbestlik
derecesine sahiptir. Malzeme Ozelliginin kalinlik boyunca degistigi varsayilan
kiriglerin, burkulma ve titresim davranigi idare eden denklemleri Lagrange
Denklemleri yardimlariyla elde etmislerdir. Ayrica bu sonlu eleman modelinin bazi
modifikasyonlarla tabakali ve sandvi¢ kirislerin analizinde de uygulanabilir
oldugunu gostermislerdir.

Tang ve ark. (2018), iki yonlii FD bosluklu kirisin burkulma analizini
arastirmiglardir. EKT ve minimum toplam potansiyel enerji prensibi yardimiyla
burkulma davranmisini idare eden denklemleri elde etmislerdir. Farkli bosluk
dagilimlarma sahip kirislerin burkulma yiiklerini Genellestirilmis Diferansiyel
Kuadratiir Yontemi kullanarak bulmuslardir.

Karamanh (2018), iki yonlii FD kiriglerin burkulmasini arastirmigtir.
Malzeme ozelliklerinin hem kiris ekseni hem de kalinlik yoniinde degistigi
varsayilan liclincii mertebe kayma deformasyon teorisine dayali modellenen kirigler
icin Ritz tipi analitik ¢6ziim sunmustur. Farkli sinir kosullarindaki kiriglerden elde
ettigi burkulma yiiklerini daha Onceki c¢aligmalarda sunulan sonuglarla
kargilagtirmigtir. Yaptigi calismayla kalin kirigler i¢in kayma deformasyonunun
etkisinin 6nemini ve daha yiiksek mertebe kayma deformasyon kiris teorilerinin
gerekliligini gostermistir.

Lee ve Lee (2019), kesit ve malzeme 6zellikleri kolon ekseni boyunca
dogrusal degisen Euler-Bernoulli kolonlarmin serbest titresim ve burkulma
davranisin1 birlesik bir modelde sunmuslardir. Burkulma davranigini yoneten
diferansiyel denklemi elde edilip, determinant arama algoritmasi ile birlestirilmis
dogrudan integrasyon yontemiyle ¢ozmiislerdir. Sinir kosullarinin, kesit

geometrisinin, malzeme ve kesit fonksiyonlarinin burkulma davranmisina etkisini
6
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aragtirmiglardir. Bulduklari sonuglari literatiirde bulunan mevcut sonuglar ve
ADINA sonlu eleman yazilimindan elde ettikleri sonuglarla karsilagtirmislardir.
Sabit bir kolon hacmi igin, kare kesitli kolona ait frekans ve burkulma yiikii
degerlerinin, dairesel kesitli kolondan elde edilen degerlere kiyasla daha yiiksek
oldugunu gostermislerdir.

Jamil ve Titlinci (2019), lineer elastik Euler kolonunun stabilitesini
arastirmislardir. Analizlerinde iki farkli sayisal yontem kullanmiglardir. TFY ve Atis
Metodunun stabilite analizindeki etkinliklerini karsilastirmiglardir.

Xiao ve Li (2019), bir ucunda dénme yay1 bulunan homojen olmayan konsol
kolonlarin Euler burkulmasimi incelemislerdir. Caligmalarinda, eksenel yonde
homojen olmayan iistel derecelendirilmis kolonlarin burkulma yiikiiniin kesin
degerinin bulunmasi i¢in karakteristik bir denklem bulmayi amaglamislardir.
Burkulma yiiklerini analitik olarak bulabilmek i¢in problemi Bessel denklemine
donistiirmiislerdir. Arastirilan sinir kosulunda, analitik burkulma yiikiinii veren
karakteristik denklemi elde edip integral denklemine indirgemislerdir. Burkulma
yiikiinii veren yaklasik ifade i¢in Moment Metodu kullanilmistir. Yaklasik olarak
bulduklar1 burkulma yiikii degerlerini, kesin olarak elde ettikleri burkulma yiikii
degerleriyle karsilastirmiglardir.

Akgoz (2019), kesit alan1 eleman boyunca siirekli degisen eksenel basing
kuvveti altindaki narin kolonlarin burkulma davranigini incelemistir. EKT’ye dayali
modellenen kolonlarin burkulma yiiklerini Ritz Metoduyla bulmustur. Sinir
kosullarinin ve gesitli koniklik oranlarimin burkulma yiikiine etkisini arastirmis olup;
koniklik oranindaki artigin, kritik burkulma yiikiinde énemli bir azalmaya sebep
oldugunu goéstermistir.

Soltani (2020), Winkler zeminine oturan eksenel yonde FD malzemeli
degisken kesitli kolonlarin burkulma yiikiinii sonlu elemanlar yontemini kullanarak
bulmustur. Farkli malzeme degisim gradyanlarinin ve koniklik oranlarinin, TKT’ye
dayali olarak modellenen kolonlarin burkulma yiikleri iizerindeki etkisini

arastirmigtir.
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Lee ve Lee (2022), burkulma kapasitesini en iist diizeye ¢ikarmak igin
eksenel yonde FD malzemeli degisken kesitli kolonlarn optimizasyonunu
incelemislerdir. Kolonlarin optimizasyonu farkli gokgen kesitler ve degisik malzeme
varyasyonlarinda irdelenmislerdir. Davranisi idare eden yonetici diferansiyel
denklemler EKT’ye dayali kolonlar igin elde edilmistir. Yonetici diferansiyel
denklemi, determinant arama algoritmasi ile birlestirilmis dogrudan integrasyon
yontemiyle ¢ozmiislerdir. Onerdikleri yontemden elde ettikleri sonuglari literatiirde
verilen ve sonlu eleman ¢oziimleriyle elde edilen sonuglarla karsilagtirmiglardir.

Sivri ve Temel (2022a), TKT’ye dayali modellenen degisken kesitli
kolonlarin burkulmasini TFY kullanarak arastirmiglardir. Farkli koniklik oranlarina
sahip kolonlarin, farkli sinir kosullarinda burkulma davranigini incelemislerdir.

Yukarida verilen calismalar incelendiginde, eksenel yonde FD malzemeli
kolonlarin burkulma davranisini arastiran bir¢ok ¢alismanin oldugu goériilmektedir.
Bu ¢alismalarda gesitli sayisal yontemler ve paket programlar kullanilmistir. Ancak
eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma yiiklerini TFY yardimiyla elde
eden bir ¢aligmaya rastlanmamistir. Bu ¢alisma kapsaminda, eksenel yonde FD
malzemeli kolonlarin burkulma analizi TFY kullanilarak arastirilmigtir (Sivri ve

Temel, 2022b).
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Giris
Bu boliimde; c¢alisma kapsaminda ele alman FD malzemeler, burkulma
davranigin1 yoneten diferansiyel denklemler, TFY ve kullanilan diger sayisal

yontemler hakkinda genel bilgiler verilmistir.

3.2. Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme

Tarihte ilk miithendislik yaklagimlarinin bagladigi zamanlardan gliniimiize
kadar insanlar dogadaki olanaklar1 kullanarak cesitli arag, gere¢ ve yapilar insa
etmiglerdir. Bu araglarin yapiminda genellikle homojen-izotrop malzemeler
kullanilmaktadir. Ingaat, havacilik, tip, uzay ve makine miihendisligi gibi alanlarda
glinimiiz tasarimlarindan beklenilen mekanik Gzellikler, iiniform kesitler ve
homojen-izotrop malzemeler ile karsilanmayabilir. Talep edilen mekanik 6zellikler
degisken kesitli elemanlarla, kompozit malzemelerle veya FD malzemeli
elemanlarla ¢alismay1 gerektirebilmektedir. Mimari nedenler ile zamani ve maliyeti
en iyi bicimde yonetmeyi amaglayan optimum miihendislik tasarimi ilkeleri yap1
eleman1 boyunca degisken kesit ve malzeme 6zelliklerinin kullanimini avantajli hale
getirebilir.

Yapilarda kullanilan elemanlar, kullanim amaglarina uygun olarak
secilmektedir. Bir elemanin mekanik davranisi iiretildigi malzemeye dogrudan
baghdir. Sicaklik, korozyon, asinma, donma-¢oziinme, asitlenme gibi farkl: etkilere
maruz kalabilecek elemanlarin imalatinda malzeme se¢imi daha da Onem
kazanmaktadir. Bu sartlarda homojen-izotrop malzemeye sahip elemanlarin
kullanimi her etki ve yilikleme tiirii i¢in uygun olmayabilir.

Gelisen eleman iiretim teknikleri ve prosediirleriyle birlikte kullanilan
malzemeden kaynaklanan dezavantajli  ozellikler ortadan kaldirilmaya
caligilmaktadir. Mekanik 6zellikleri bir noktadan diger bir noktaya siirekli olarak
degisen FD malzemeli elemanlar, ¢esitli malzemelerin iistiin 6zelliklerini bir araya

9
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getirmeyi amaglamaktadir. 1984 yilinda Japon arastirmacilar tarafindan termal
bariyer olarak kullanilmak {izere gelistirilen kompozit malzeme tiirii olan FD
malzemeler bugiine kadar bir¢cok sektorde aktif olarak yer almaktadir.

Tabakali kompozit malzemelerde keskin olarak degisen fiziksel, kimyasal
ve elastisite modiilii, poisson orani, termal genlesme katsayisi, yogunluk, kayma
modiilii gibi mekanik 6zellikler FD malzemeli elemanlarda yumusak ve stirekli
olarak degismektedir. Bu siirekli ve diizenli degisim sayesinde gerilme
yigilmalarinin ve ¢atlak olusumunun eleman iizerindeki etkisi azalmaktadir.

Fonksiyonel derecelenme plak, kolon, kiris gibi yapilarda goriilebilmektedir.
Kolon-kiris elemanlarda fonksiyonel derecelenme kalinlik yoniinde olabilecegi gibi
ekseni boyunca da olabilmektedir. Bu tiir elemanlarin iiretiminde farkli malzeme
degisim fonksiyonlar1 ve katsayilar1 kullanilabilir.

Buhar biriktirme yontemi (Groves ve Wadley, 1997), toz metaliirjisi
(Nemat-Alla ve ark, 2011), savurma dokiim (Watanabe ve ark, 1998), ve kat1 serbest

form imalat yontemiyle (Lin ve Yue, 2005) FD malzemeler elde edilebilmektedir.

3.3. Kiris Teorileri

Eleman tiirleri kesite, boyuta, kullanilan malzemeye ve yapim asamalarina
gore isimlendirilebilecegi gibi elemanin hangi kuvvet etkileri altinda olduguna bagh
da kategorize edilebilir. Cerceve sistemlerde eksenel yiik etkisinde olan elemanlara
kolon, egilme momenti etkisinde olan elemanlara kiris, her iki kuvvet etkisinde olan
elemanlara ise kiris-kolon eleman denilmektedir. Yiik etkisi altinda bulunan bu
yapilarin davraniginin belirlenebilmesi i¢in gubuk elemanlarin yiikleme altinda nasil
deformasyonlar yapacaginin bilinmesi 6nemlidir.

Yap1 sistemlerindeki bu elemanlarin davraniglarinin belirlenmesi igin
arastirmacilar bircok kiris teorisi gelistirmislerdir. Ortaya konulan kiris teorileri
hassasiyetleri ve gesitli etkileri goz oniine alabilmeleri sebebiyle farkli kriterler goz
Oniine alinarak kullanilmaktadir. Bu ¢aligma kapsaminda EKT ve TKT’ye uygun
olarak modellenen kolonlarin burkulma davranisi arastirilmaktadir.

10
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3.3.1. Euler-Bernoulli Kiris Teorisi

EKT, eksenel kuvvet ve egilme momenti altindaki kiriglerin davranigini
aciklayan en temel kiris modellerinden birisidir. Bu teorinin iki temel varsayimi
vardir. Bunlardan birisi egilme etkisinde ¢ubuk eksenine dik diizlem kesitlerin
diizlem kalmaya devam etmesiyken digeri kiris egiminin kiiciik degerlerde
oldugudur. Cubuk eksenine dik olan kesitler, yiikleme sonrasi sekil degistirmis
eksene dik kalirlar.

Bu wvarsayim gere§i c¢ubukta kesme kuvvetinden kaynaklanan
deformasyonlar dikkate alinmadigindan kayma agist sifir olur. Narin elemanlarda iyi

sonuglar veren bu teori uygulamada siklikla kullanilmaktadir.

3.3.1.1. Euler-Bernoulli Kiris Teorisi Uygunluk Kosullar
Elemanm sekil degistirmelerini ifade eden Gtelenme U(X) ve donme A(X)
vektorleri birbirlerine uygunluk kosullart denilen diferansiyel denklemlerle baglidir.
Eksenel yer degistirme U, ¢cokme W ve kesit donmesi ¢ olmak iizere

EKT’de kullanilan bagmtilar Esitlik 3.1-3.4’de verilmistir.

du
fo=g 3.1)
Y= (3.2)
dw
H = —a (33)
do  dw’
K:&:—W (34)

Burada &, cksenel uzama orani, Y,, kayma acisi, x ise egriligi ifade

etmektedir.

11
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3.3.2. Timoshenko Kiris Teorisi

EKT’de kayma agis1 ihmal edilirken, TKT’de kayma agis1 sabit bir deger
varsayilir (Omurtag, 2010). Her iki kirig teorisi de kirigin enine kesitinin kendi
diizleminde rijit bir levha gibi oldugunu kabul eder. Bu sebeple ¢ubuk elemanin
davranisi 6telenme ve donme olarak iki vektorle ifade edilir. Narin kirigler igin EKT
ile benzer sonuglar sunan TKT, kayma deformasyonlarinin etkisinin arttig1 yiiksek

kirislerde diger teoriye kiyasla ger¢ege daha yakin sonuglar vermektedir.

3.3.2.1. Timoshenko Kiris Teorisi Uygunluk Kosullari
EKT’den farkli olarak },, degeri TKT de sabit varsayilmaktadir. Buna

bagl olarak TKT’de kullanilan bagintilar Esitlik 3.5-3.7°de verilmistir.

du
f=gr (3.5)
dw
7/XZ = & a5 0 (36)
do
K 25 (37)

3.4. Stabilite

Miihendislik tasariminda yapilarin emniyeti saglanmahidir. Dis yiikler
altinda bulunan bir sistemde iki farkli kontrol yapilmalidir. 1lki, yiik etkisi altindaki
elemanlarin kesitlerinde meydana gelen gerilmelerin emniyet gerilmelerine ne kadar
yakin oldugudur. Eger olusan en biiyiik gerilme o eleman igin belirlenen emniyet
gerilmesini agmis ise sistem artik giivensizdir. Diger bir kontrol ise, elemanin denge
konumunun kararli olup olmamasiyla ilgilidir. Bir sistem kararli degilse en ufak bir
etkiyle denge konumundan sapacaktir ve eleman kesitinde olusan gerilmeler emniyet
gerilmesi degerlerine ulagsmasa bile sistem tamamen c¢okecektir. Bu gibi denge

problemlerin aragtirildigi konulara kisaca stabilite problemleri denilmektedir.

12



3. MATERYAL VE METOT Burkay SIVRI

Her iki problemde yapinin emniyetini ilgilendirmektedir. Ancak gerilme ve
stabilite probleminde rol oynayan faktorler birbirinden farklidir. Gerilme
probleminde 6nemli olan kesitteki gerilmelerin siddetiyken, stabilite probleminde
denge konumunun kararlilig1 énemlidir (inan, 2001).

Stabilite problemlerinin incelenmesi, malzeme teknolojisinin gelismesiyle
beraber yiiksek mukavemetli elemanlarin yapilarda kullanilmasi sonucunda daha
¢ok 6nem kazanmustir.

Bazi sistemler denge konumundan biraz ayrildiginda sistemi denge
konumuna geri getirmeye ¢alisan bir mekanizma olusmaktadir. Bu mekanizmaya
geri cagirict kuvvet denilmektedir (Bakioglu, 2001). Geri cagrici kuvvet ile birlikte
sistem salinim hareketi gerceklestirerek soniim yapar ve tekrar denge konumuna
gelir. Bu tip denge konumuna kararli denge denilmektedir. Geri ¢agirici kuvvetin
olmadig1, denge halinden ufak bir ayrilmayla tekrar denge konumuna dénemeyen ve
hizla denge konumundan daha da uzaklagan hallere kararsiz denge denilmektedir.
Sistem dengedeyken, denge sartinin bozuldugu anda sistemin yeni bir denge
konumuna ge¢gmesine ise farksiz denge denilmektedir. Bu {i¢ halin sematik gosterimi

Sekil 3.1°de verilmistir.

L kararsiz denge
farksiz denge

kararl denge

Sekil 3.1. Denge konumlari

Stabilite plak, kemer, kabuk, ¢erceve ve kolon-kiris gibi yap1 elemanlarinda
analizi yapilmasi gereken bir tasarim problemidir. Agirlikli olarak eksenel basing
kuvveti altindaki kolon elemanlarin burkulma davranisinin bilinmesi ¢ergeve
sistemlerde 6nem kazanmaktadir.

13
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3.4.1. iki Ucu Mafsalh Kolonun Burkulmasi

Kolon, tastyic1 sistemlerde eksenel basing kuvveti etkisindeki yapi
elemanlarina verilen isimdir. Eksenel yiik etkisi altinda kesitte olusan en biiyiik
gerilmelerin emniyet gerilmelerini gegmemesi amaglanirken ayni zamanda elemanin
bu yiik altinda denge konumunu korumasi istenmektedir.

Sekil 3.2°de, burkulma davranisin1 daha kolay anlasilabilmesi igin ekseni

burkulmasi gosterilmistir.

Sekil 3.2. Iki ucu mafsalli kolonun burkulmasi

I dogru halinin kararlilifi denge metodu ile arastirilirsa, I halinin ¢ok
yakinlarinda, II ile gosterilen baska bir denge konumunun bulundugu goriilecektir.
Kolonun dogru halini farksiz denge kabul edersek, II hali her P yiikii i¢in meydana
gelmemektedir. II denge konumu kolunun diisey deplasmant ile belirlenirse, kolonun
secilen bir kesitindeki egilme momenti Pw olacagindan, II denge konumunun
elastik egri denklemi Esitlik 3.8’deki gibi elde edilir.

d’w_M _ Pw (3.8)

dx> El El

P . . .
a =" doniisiimii yapilirsa Esitlik 3.8, Esitlik 3.9 halini alr.
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d*w

™ +A*'w=0 (3.9)

Diferansiyel denklemin ¢oziimiinde integrasyon sabitlerinin bulunabilmesi

icin mafsalli uglardaki w(0) =w(L) =0 sinir sartlar1 kullanilmalidir. Denklemden ve

siir sartlarindan, problemin homojen smir kosullarindan olusan homojen bir
diferansiyel denklem olustugu goriilmektedir. Bu denklemin asikar (bilinen) olarak

isimlendirilen ¢oziimii W(X) =0 yani I nolu denge konumuna karsilik gelir.

Esitlik 3.10°da diferansiyel denklemin ¢oziimii verilmistir. Bu diferansiyel

denklemin wW(X) =0 ¢dziimiinden bagka bir ¢6zliimii daha vardir.

W(AX) =S, sin(AX)+S, cos(Ax) (3.10)

Esitlik (3.10)’da verilen ¢6ziim i¢in sinir sartlar1 kullanilarak integrasyon

sabitleri bulunabilir. ki ucu mafsalli kolonun W(0)=0 sartindan S,=0 olarak
bulunur. WL)=0 sartindan ise S, sin(AX) =0 elde edilir. Burada S, =0 hali I nolu
duruma karsilik geleceginden, sin(AX) = 0kosulu kullanilarak kritik burkulma ytiki

P » Esitlik 3.11°de verildigi gibi bulunur.

n=1.2,... (3.11)

Esitlik 3.11°den goriilebilecegi gibi N degerine bagl olarak sonsuz sayida

kritik burkulma yiikii vardir. Sistemde n=1 igin karsilik gelen burkulma yiikii B,
ile gosterilirse, B, >Pdurumunda I nolu denge konumu kararli denge, R, =P

durumunda farksiz denge, P,, <P durumunda ise kararsiz denge konumundadir.
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n=1,2,3 degerleri i¢in iki ucu mafsalli kolonun S integrasyon sabitine

bagli kritik burkulma ytiklerine ait mod sekilleri, Sekil 3.3’de verilmistir.

Pt P

Pf kr P‘Ha’ P3.l|:r

Sekil 3.3. iki ucu mafsalli kolonun burkulma mod sekilleri

3.4.2. Dogru Eksenli Elastik Kolonlarin Genel Teorisi

Onceki béliimde, iki ucu mafsalli ve kolon ekseni boyunca sabit egilme
edilmistir. Bu boliimde, kolon boyunca egilme rijitliginin ve farkli mesnet sartlarinin
problem {izerinde genellestirilmis hali arastirilacaktir.

Eksenel P basing kuvveti etkisinde bulunan dogru eksenli ancak degisken
mesnetlenme sartlarindan bagimsiz olarak denge denklemleri yardimiyla burkulma

davranigini yoneten diferansiyel denklem elde edilebilir.

16
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Sekilde 3.4’de gosterilen kolonun sonsuz kii¢iik pargasinin serbest cisim
diyagrami {izerinde P i¢ kuvvetlerin yatay bilesenini, M egilme momentini, Q i

kuvvetlerin diisey bilesenini géstermektedir.

b X
M ’. ax _‘
b
; |
T . dw
Q <—P
L e e
v Q+gx X

w

Sekil 3.4. Eksenel yiik altindaki kolonun serbest cisim diyagrami

a kesitinde P, Q, M ile gosterilen kesit tesirleri, sonsuz kii¢ilk mesafe
uzakliktaki b kesitinde eger sistemde dig yiik bulunmazsa P, Q, M+dM seklinde olur.
b kesitinde moment dengesi yazilacak olursa Esitlik 3.12 elde edilir. Esitlik 3.12
kullanilarak Esitlik 3.13 yazilabilir.

M+AM —M — PAW-QAXx =0 (3.12)
dM dw

M _o+p= 3.13
dx Q dx ( )

Esitlik 3.12 ve Esitlik 3.13°de moment-egrilik ifadesi M =EI d*w/dx’
yazilirsa, Q Esitlik 3.14°de verildigi gibi yazilabilir. Esitligin tekrar tiirevi almirsa

Q ifadesi yok olur ve burkulma davranisin1 yoneten diferansiyel denklem, Esitlik

3.15°deki gibi elde edilir.
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Q =—(Elw") '+ Pw (3.14)
d’ d*w d*w
el PEY_o
dxz( dx? ]Jr dx? (3-15)
2 3
Burada (.)' = %, ()'= ddx(z.) , ()'"= % seklindedir.

3.4.3. Eksenel Yonde FD Malzemeli Kolonlarin Burkulma Davranisi

TKT’ye dayali olarak modellenen eksenel yonde FD kolonlarin burkulma
davranis1 yoneten girisimli diferansiyel denklemler, Esitlik 3.16 ve Esitlik 3.17°de
verilmistir (Huang ve ark, 2016).

i(lz(x)l(x)‘]'—é'j+ kSG(x)A(x)(d—W—Hj -0 (3.16)
dx dx dx

d dw d’w

&(kSG(x)A(x)(&—GB— P T =0 (3.17)

Burada K, kesit geometrisine bagli kayma diizeltme katsaysini,
E(X),G(x),1(x), A(x) ise sirayla elastisite modiiliiniin, kayma modiiliiniin, kesit
atalet momentinin ve kesit alaninin kolon boyunca degisimini gostermektedir.

Burkulma yiiklerinin elde edilmesi i¢in Esitlik 3.16 ve Esitlik 3.17’nin
istenilen sinir kosullarinda ¢oziilmesi gereklidir. Bu tarz karmagik diferansiyel
denklemlerin kapali ¢oziimiinii bulmak zor olmakla birlikte sadece bazi haller igin
analitik sonuglar elde edilebilmektedir. TFY nin uygulanabilmesi i¢in Esitlik 3.16
ve Esitlik 3.17 kullanilarak burkulma davranigi yoneten diferansiyel denklemler

Esitlik 3.18 ve Esitlik 3.19°daki gibi elde edilebilir.

d* (- .do d’w
W[K(X)&J'ﬁ'P dx2 =0 (3.18)
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d (= dw d?*w
&[G(X)Kd_x_ejj_la e =0 (3.19)

Burada; K(x) = E(x)I(x), G(x) = k,G(x)A(x) ’i ifade etmektedir.

Davranis1 yoneten diferansiyel denklem takiminin tek bir adi diferansiyel

denkleme doniistiiriilmesi i¢in Esitlik 3.20°de verilen D(X) yardimci fonksiyonu

kullanilirsa, Esitlik 3.19°dan donme ifadesi @ , Esitlik 3.21°deki gibi elde edilir.

w=D(x) (3.20)

(,_ P dD(x)
9_(1 G(x)]—dx (3.21)

Esitlik 3.20 ve Esitlik 3.21, Esitlik 3.18’de yerine yazilirsa Eksenel yonde
FD malzemeli kolonun burkulma davranigini yoneten degisken katsayil1 diferansiyel

denklem Egsitlik 3.22°de verildigi gibi elde edilebilir.

d*D d’D d’D dD
J4(X)d7+ \]3(X)d7+ \]Z(X)dT'i‘Jl(X)d—X:O (322)

Burada;

_ P " _ P
J.(x)= K(x)(1—%j +2K (x)(l—?x)j

n

va _L ’
+K (x)(l G(x)]

_ P " _ P ! _ P
Jz(x)_3K(x)(l—mj +4K (x)(l—mJ +K (x)(l—mj+P

_ P ' — P
J3(X)=3K(X)(l_mj +2K (x)(l—mj

_ P
J,(X) = K(x)(l—%j
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Esitlik 3.22°de FD malzemeli kolonlarin burkulma davranigini yoneten
degisken Kkatsayili homojen diferansiyel denklem goriilmektedir. Yonetici
diferansiyel denklem homojen oldugundan, burkulma yiiklerinin TFY yardimiyla
elde edilmesinde homojen olmayan ¢dziimiin yapilmasi gerekmemektedir.

Esitlik 3.22’de verilen 4. mertebeden diferansiyel denklemin TFY ’nin
kullanilabilecegi sekilde birinci mertebeden adi diferansiyel denklem takimina

dontistiirebilmek amacryla Esitlik 3.23’de verilen yeni bir tarif olusturulur.

D=t (3.23.2)
D' =t, (3.23.b)
D" =t, (3.23.0)
D" =t, (3.23.d)

Esitlik 3.23’de verilen yeni tarifler ve Esitlik 3.22°de verilen diferansiyel
denklem kullanilarak Egitlik 3.24’de verilen diferansiyel denklem takimi bu

caligmada elde edilmistir.

t' =t (3.24.a)

t, =t, (3.24.b)

t, =t (3.24.c)
4 _(‘]3(X)t4 + Jz(x)ts + Jl(x)tz)

t, =

4 3.0 (3.24.d)

Esitlik 3.24°de verilen davranig1 yoneten diferansiyel denklem takimi farkl
sinir kosullari i¢in ¢oziilebilir. Bir cubuk elemanda en sik karsilasilan mesnetlenme

durumlarina ait sinir kosullari, elemanin W ve 8 degerine bagli;
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Mafsalli U¢ (M) ; W= 0,2—9 =0
X

Ankastre Ug (A) ;W=0,0=0
d d(- .d dw

Serbest Ug (Se) ; a9 =0,— K(X)—g + P— =0 olarak ifade edilebilir.
dx dx dx dx

Homojen-izotrop malzemeli bir kolon i¢in, K(x)=El ve G(x) =k ,GA

olarak sabit alinirsa burkulma davranigin1 yoneten diferansiyel denklem Esitlik

3.25’deki gibi yazilabilir.

P )d'D _d’D
El [1—k GAJ 4l 2 (3.25)

Esitlik 3.23°de verilen yeni tarif, Esitlik 3.25’de verilen 4. mertebeden
diferansiyel denklemde de kullanilabilir. Esitlik 3.26’da TKT’ye dayali modellenen
homojen-izotrop kolonun burkulma davranigini yoneten birinci mertebeden adi

diferansiyel denklem takimi verilmistir.

t' =t (3.26.2)
t, =t (3.26.b)
t =t, (3.26.c)
- —Pt,
el 1o P (3.26.d)
k.GA

TKT’ye dayali modellenen homojen-izotrop kolonun burkulma davranisim

yoneten Esitlik 3.25°de verilen diferansiyel denklemde K,GA ifadesi sonsuz
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almirsa, EKT’ye dayali modellenen homojen-izotrop kolonun burkulma davranigini

yoneten diferansiyel denklem Esitlik 3.27°de verildigi gibi elde edilir.

4 2
dD, pdD_, (3.27)

El ——
dx* dx?

Esitlik 3.27°de verilen yonetici diferansiyel denklem, Esitlik 3.23°de verilen
yeni tarif kullanilarak Esitlik 3.28’de verilen birinci mertebeden diferansiyel

denklem takimi elde edilebilir.

!

t' =t (3.28.a)
t =t (3.28.b)
ts' =0 (3.28.¢)
i) =Pk (3.28.d)
=Y -

3.4.3.1 Eksenel Yonde FD Malzemeli Kolonlarin Denge Denklemleri
Yardimiyla Burkulma Davranmisinin Elde Edilmesi

Burkulma davranigini idare eden diferansiyel denklem takimi, i¢ kuvvet-
sekil degistirme iligskisinden ve serbest cisim diyagrami iizerinden yazilan denge
denklemlerinden elde edilmistir.

Sekil 3.5’de goriinen TKT ye dayali modellenen dikdortgen kesitli FD kolon
icin egilme momentinin kolon boyunca degisimi Esitlik 3.29’da verildigi gibi
yazilabilir.  nin kolon boyunca degisimiyse Esitlik 3.21’den yararlanilarak Esitlik
3.30°daki gibi ifade edilebilir.
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—
L
‘ »
Sekil 3.5. Eksenel yonde FD malzemeli dikdortgen kesitli kolon
M =-E(X)I a6 (3.29)
dx
P dw
O=|1-—r |~ 3.30
( kSG(x)Aj dx (3.30)

Sadece eksenel basing kuvveti altindaki kolonun, kesme kuvveti ve egilme
momentinde gerceklesen degisimler Sekil 3.4’de verilen serbest cisim diyagrami
iizerinden yazilabilir. Serbest cisim diyagraminda yazilacak kuvvet ve moment
dengesi yardimiyla kolon boyunca kesme kuvveti ve egilme momentindeki

degisimler Esitlik 3.31 ve 3.32’de verildigi gibi elde edilir (Chen ve Lui, 1987).

M'=Q +Pw (3.31)
Q'=0 (3.32)
Elde edilen denklemler kullanilarak burkulma davramigini yoneten adi

diferansiyel denklem takimi Esitlik 3.33’de bu calismada verildigi gibi elde
edilebilir.

aw_[_kGXA |, (3.33.2)
dx | kKG(x)A-P
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%:_ M (3.33.b)
dx  EX)I

d_Q:() (3.33.0)
dx

d_M:Q+p(Mjg (3.33.d)
dx k.G(X)A-P

Esitlik 3.33°de verilen TKT’ye dayali modellenen eksenel yonde FD

k,G(x)A(x) ifadesi sonsuz alinirsa denklem takimi Esitlik 3.34’de verilen denklem

takimina doniismektedir.

aw -0 (3.34.2)
dx

do__ M (3.34.b)
dx  EMX)I

daQ -0 (3.34.0)
dx

d_M =Q+Po (3.34.d)
dx

Esitlik 3.34’de wverilen diferansiyel denklem takimi EKT’ye dayali
modellenen FD malzemeli kolonlarin burkulma davranigini yoneten diferansiyel
denklem takimini géstermektedir.

Davranisi yoneten diferansiyel denklem farkli sinir kosullarinda ¢oziilebilir.
Denge denklemleri yardimiyla elde edilen diferansiyel denklem takimi mafsalli,
ankastre ve serbest u¢ halindeki mesnetlenme sartlar1 igin ¢oziilebilir. Bu

mesnetlenme durumlarina ait sinir kosullart
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Mafsalli U¢ (M); w=0,M =0
Ankastre Ug (A); w=0,0=0
Serbest Ug (Se); Q =0,M =0 seklindedir.

Yukarida verilen sinir kosullar1 sadece eksenel basing kuvveti altindaki
elemanlar i¢in elde edilmistir. Mafsalli ugta diisey deplasman ve egilme momentinin,
ankastre ugta diisey deplasman ve donmenin, sadece eksenel basing kuvvetinin
bulundugu serbest ugta ise kesme kuvveti ve egilme momentinin olugsmayacagi

goriilmektedir.

3.5. Coziim Yontemi

Eksenel yonde FD kolonlarin burkulma davranisini yoneten lineer sinir
deger probleminin ¢oziimiinde TFY kullanilmigtir. TFY’nin uygulanabilecegi
kanonik formda elde edilen burkulma davranigini yoneten sinir deger problemi,
TFY’nin ¢6ziim prensibi geregi baslangic deger problemine donistiirilmiistiir.
Baslangic deger problemleri RK4 ve RKS5 algoritmalari ile ¢oziilmiistiir.

Coziimii yapilan kolonun burkulma yiikleri, mesnetlenme sartlar1 dikkate
almarak elde edilmistir. Burkulma davranisini ydneten diferansiyel denklem
homojen oldugundan, diferansiyel denklem takiminin homojen ¢6ziimiinden elde
edilen katsayilar matrisinin determinantim sifir yapan degerlerden kritik burkulma
yiikleri bulunmustur. Kritik burkulma ytikleri olan bu kdk degerleri iteratif olarak
Secant metoduyla elde edilmistir. Bu ¢aligmada, Secant metodunda en fazla 30
iterasyon yapilmustir. Cizelgelerde * isareti maksimum iterasyonun asildigini ifade

etmektedir.

3.5.1. Tamamlayici1 Fonksiyonlar Yontemi
TFY, analitik ¢0ziimii miimkin olmayan veya ¢ok karmasik olan

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir sayisal yontemdir. Lineer sinir
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deger problemlerinin ¢ézliimiinde uygulanan bu yontem, smir deger problemini
baslangi¢ deger problemine doniistiirme prensibine dayanmaktadir (Mengi, 1993).

Baslangi¢ deger problemine doniistiiriilen yonetici denklem takimi, TFY
geregi homojen ve homojen olmayan denklem takimi olarak iki kisimda ¢oziiliir.
Diferansiyel denklemin baslangi¢ kosullari TFY geregi her problem igin sabit
almmmaktadir.

Baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinde probleme uygun olarak segilen
sayisal bir yontem kullanilabilmektedir.

Esitlik 3.35°de X=a ve x=b ¢0ziim aralifinda, n. mertebeden bir sinir
deger problemine ait linecer adi diferansiyel denklem operatoriiniin agilimi

verilmistir.

dn dn—l

F- ta -
nlan—l

a"d7 +...+a1%+a0 (3.35)

Burada; y bagiml degiskeni, X bagimsiz degiskeni, a,,...,a, X’ebagh
olabilecek katsayilar1 gostermektedir.

Cozilim i¢in n. mertebeden diferansiyel denklem, n adet birinci mertebeden
adi diferansiyel denklemden olusan diferansiyel denklem takimina dondstiiriiliir.
Elde edilen denklem takimi bir adet homojen olmayan ve n adet homojen olan
baslangi¢ deger problemi olarak ¢oziiliir. Diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii olan

y(X) , Esitlik 3.36’da verildigi gibi yazilir.

YO =Y, () +BY,(X) +...+0,Y,(X) (3.36)

Burada; Y,(X) homojen olmayan ¢6zimi, Y,(X),...,Y,(X)homojen

¢Oziimleri, b,...,0, ifadeleri ise integrasyon sabitlerini gostermektedir.
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Y,(X) homojen olmayan ¢ozimi ve Y,(X),...,y,(X) homojen ¢oziimleri igin
X=a baslangi¢ noktasinda problemden bagimsiz olarak TFY geregi Cizelge 3.1°de
verilen baslangi¢c kosullart kullanilmaktadir. Burada; T(X) kuvvet fonksiyonunu

gostermektedir.

Cizelge 3.1. TFY 'nin baslangi¢ kosullari

Yo (X) Y, (X) Y,(X) Ya(X)
F()=T(X) F(y)=0 F(y)=0 - Hy)=0
y(@) 0 1 0 0
y'(@) 0 0 1 0
: : : 0 :
y" 2(a) 0 0 : 0
y"'(a) 0 0 0 1

Integrasyon sabitleri ise X=a ve X=Db noktalarinda verilmis olan
problemin gergek sinir sartlar1 dikkate alinarak, Esitlik 3.36’da verilen genel ¢6ziim
kullanilarak bulunmaktadir. Diferansiyel denklem homojen oldugundan, burkulma
yiiklerinin TFY yardimiyla elde edilmesinde homojen olmayan ¢dziimiin yapilmasi

gerekmemektedir.

3.5.2. Runge-Kutta Metotlar1

Runge-Kutta metodu adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan
sayisal yontemlerden biridir. Baglangi¢ deger problemlerinin ¢6zliimiinde kullanilan
bu yontem diferansiyel denklem takimlarinin analizinde de kullanilabilmektedir

(Chapra ve Canale, 2011).
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3.5.2.1. Dordiincii Mertebe Runge-Kutta Algoritmasi
Bu boliimde Esitlik 3.37°de verilen iki adet adi diferansiyel denklemden

olusan diferansiyel denklem takiminin RK4 algoritmasi ile ¢oziimii 6zetlenmistir.

y\= f1 (% Yi» yz) (3.37.2)
y,= fz(X, Yi» yz) (3.37.b)

Denklem takiminin baslangi¢ kosullar ise Esitlik 3.38’de verilmistir.
Y00)=Y0), ¥,(%)=Y,(0) (3.38)

Baslangi¢ kosullar1 Esitlik 3.38’de verilen adi diferansiyel denklem takimi
icin kullanilan RK4 algoritmas1 Esitlik 3.39’da verilmistir.

(i +1)= yl(i)+é(kl 12K, + 2k, +k,) (3.39.2)
yz(i+1)=y2(i)+%(r1 +26, +2r,+1,) (3.39.b)
Burada;

Ky =t (5. i ¥ai)

=006, Y3 ¥ai)

k, =hf,(x +h/2,y, +k /2,y +1,/2)
L =hf,(x +h/2,y, +k /2y, +1,/2)
k,=hf,(x +h/2,y, +k, /2y, +1,/2)
L=hf,(x +h/2,y, +K, /2y, +1,/2)
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k4 :hf1()§ +hay1i +k3>y2i +l’3)
r=hf,(X +h,y; +k, ¥y +1,)

Yukaridaki ifadelerde h, integrasyon adim araligin1 gdstermektedir.

3.5.2.2. Besinci Mertebe Runge-Kutta Algoritmasi
Esitlik 3.38’de baslangic kosullar1 verilen Esitlik 3.37°deki diferansiyel
denklem takiminin RKS5 algoritmasiyla ¢6ziimii Esitlik 3.40°da verildigi gibidir.

y,(i+1)= yl(i)+91—0(7k1 +32k, +12Kk, +32k; + 7k, )h (3.40.2)
y,(i+1)=y,(i) +9—10(7r1 +32r, +12r, + 321, + 71, ) h (3.40.b)
Burada;
kl = f1()§’y1i=y2i)

= fz()ﬁ,ynayzi)
1 1 1
k, = f,(x +Zh’ Yii +Zk1h° Yai +Zr1h)

1 1 1
= fz(xi +Zh’yli +Zk1ha Yai +Zr1h)
1 1 1 1 1
k3 = fl(xi +Zh,yli +§klh +§k2h,y2i +§|’lh+§r2h)
1 1 1 1 1
r,=f,(x +Zh’y“ +§k1h+§k2h,y2i +§rlh+§r2h)

1 1 1
k, = f,(x +Eh’ Vi _Ekzh +k;h, y,, —Erzh +1,h)
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= f,(x +%h,y” —%k2h+k3h, . —%r2h+r3h)

3 3 9 39
k5 - fl(xi +Zh’y1i +Eklh+ﬁk4hay2i +Erlh+gr4h)

3 3 9 3 9
r.=f,(x +=hy. +—kh+—k,h,y, +—rh+-—r,h
5 2(| 4 yll 16 1 16 4 y2| 161 16 4 )

3 2 12 12 8 3 2
k6 = fl(xi +h’yli —;klh +7k2h +7k3h—7k4h +7k5h,y2i —7I‘1h +;I’2h+

12 12 8
= h-—rh+orh)
3 2 12 12 8 3 2

12 12 8
7r3h —7r4h +7I‘5h)

Yukaridaki ifadelerde h, integrasyon adim araligin1 gostermektedir.

3.5.3. Secant Yontemi

Burkulma davranisini ydneten diferansiyel denklem takiminin homojen
¢Oziimiinden elde edilen katsayilar matrisinin determinantini sifir yapan degerler
burkulma yiiklerini vermektedir. Kolonlarin kritik burkulma ytiklerini veren bu kok
degerlerin bulunmasinda fonksiyonun tiirevine ihtiyag duyan Newton-Raphson
yontemi uygulanamamaktadir. Bu degerlerin bulunmasi i¢in Secant yontemi
kullanilacaktir.

Dogrusal olmayan denklem ¢o6ziim yontemleri arasinda olan Secant
Yontemi, tiirev almanin ¢ok zor oldugu veya miimkiin olmadig1 durumlarda siklikla
yararlanilan bir sayisal ¢6ziimleme yontemidir.

Esitlik 3.41°de Secant yonteminin denklemi verilmistir.
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X _X_(Xi_xiljy (3.41)
i+l i yi _yi,l i .

Burada; X;ve X_; iki adet baslangi¢ noktasini ifade ederken, X,; bu iki

baslangic noktasina gore iteratif olarak bulunan noktayi ifade etmektedir. Iterasyon
islemi istenilen tolerans saglandigindan sonlandirilabilmektedir. Tolerans degeri

Esitlik 3.42°deki gibi gosterilebilir.

|X.., — x| <tolerans (3.42)

i+1

Esitlik 3.42°de verilen sarti saglayan X, degeri burkulma yiikiinii

vermektedir. Eger sart saglanmamissa X =X_; ve X, =X alinarak tolerans degeri

saglanana kadar iterasyon devam ettirilir ve kok degeri bulunur. Yontemin kok

degerine yakinsamama ihtimaline kars1, yapilacak iterasyon sayisi sinirlandirilabilir.
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4. SAYISAL UYGULAMALAR

4.1. Giris

Bu boliimde eksenel basing kuvveti altinda bulunan kolonlarin kritik
burkulma yiikleri aragtirilmistir. Uygulanan yo6ntemin etkinligini goéstermek
amaciyla elde edilen burkulma yiikleri, literatiirde bulunan mevcut sonuglar ve
Abaqus sonlu elemanlar yazilimdan elde edilen sonuglarla karsilastirilmigtir. TFY
sinir deger problemini baslangi¢ deger problemine doniigtiirme prensibine dayanir.
Baslangic deger problemlerinin sayisal ¢oziimiinde RK4 ve RKS5 algoritmalari
kullanilacaktir. Her iki algoritma kullanilarak elde edilen sonucglar caligmada
sunulmustur.

Uygulanan yontemin, malzeme degisim fonksiyonlarmin, kesit
ozelliklerinin, kiris teorilerinin ve sinir kosullarinin burkulma yiikii {izerindeki etkisi

arastirilmistir.

4.2. Homojen-izotrop Kolonlarin Burkulma Analizi

Bu bolimde EKT ve TKT’ye dayali modellenen homojen-izotrop malzemeli
kolonlarin burkulma yiikleri TFY kullanilarak elde edilmistir. Elde edilen burkulma
yiikleri literatiirde verilen kesin sonuglar (Wang ve ark, 2005) ile karsilagtirilmis ve
uygulanan yontemin etkinligi homojen-izotrop malzemeli kolonlar {izerinde

gosterilmistir.

4.2.1. Euler-Bernoulli Kiris Teorisine Dayali Modellenen Homojen izotrop
Kolonlarin Burkulma Analizi

Elde edilen denklem takimlarinin ve uygulanan yontemin uygunlugunun,
etkinliginin ve yakinsamasinin test edilebilmesi amaciyla verilen homojen-izotrop
malzemeli kolonun farkli sinir kosullarindaki kritik burkulma yiikleri arastirilmistir.

Bulunan sonuglar literatiirde bulunan kesin sonuglarla karsilastirilmistir.
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Aragtirilan kolona ait kesit ve malzeme 6zellikleri Esitlik 4.1°de verilmistir.

|
r= =0,01 E(x)=E 4.1
AL (X) (4.1

7 =

Esitlik 4.1°de verilen 6zelliklere sahip kolonun burkulma yiikii, boyutsuz

olarak Esitlik 4.2°deki gibi elde edilmistir.

_ _ nkr (42)

P

e kritik burkulma yiiki, ilgili denklem takiminin homojen ¢6ziimiiniin

katsayilar matrisinin determinantini sifir yapan P degerleridir. Bu burkulma yiikleri
Esitlik 3.28 ve Esitlik 3.34’de verilen burkulma davranigini yoneten diferansiyel
denklem takimlari i¢in TFY kullanilarak elde edilecektir.

Esitlik 3.28°de verilen burkulma davranisini yoneten diferansiyel denklem
takimi, EKT’ye dayali modellenen kolonun burkulma davranisini ydneten
diferansiyel denklem takimidir.

Esitlik 3.28°de verilmis olan burkulma davranisini yoneten diferansiyel
denklem takimi RK4 ve RKS5 algoritmalar1 yardimiyla TFY ile ¢oziilmiistiir. RK4
algoritmas1 kullanilarak elde edilen en kiiclik burkulma ytikleri boyutsuz olarak
Cizelge 4.1°de verilmistir. Cizelge 4.2°de ise RKS algoritmasi kullanilarak elde
edilen en kiiciik boyutsuz burkulma yiikleri verilmistir.

Burada %A ifadesi TFY ile elde edilen boyutsuz burkulma yiikii
degerlerinin, kesin sonuglarla yiizde bagil farkini gostermektedir. Miihendislik
uygulamalarinda, yiiksek emniyet katsayilar1 sebebiyle ¢ok hassas sonuglara
genellikle ihtiya¢ duyulmamaktadir. Bu g¢aligmada, uygulanan sayisal yontemin
etkinligini gdstermek amaciyla boyutsuz burkulma yiikleri ¢ok hassas bir bicimde
sunulmustur.
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Cizelge 4.1. Esitlik 3.28’de verilen denklem takimindan elde edilen boyutsuz
burkulma yiikleri (EKT, RK4)
Sinir Kogullari
A-Se M-M A-M A-A
I:_)lkr %A Islkr %A ISlkr %A Islkr YA

N

4  2,46833 0,0375 9,91965 0,5071 20,53572 1,7087 40,81016 3,3733
6  2,46759 0,0076 9,88081 0,1136 20,28148 0,4495 40,00535 1,3347
8  2,46746 0,0024 9,87331 0,0375 20,22213 0,1555 39,67890 0,5078
10 2,46743 0,0010 9,87115 0,0157 20,20413 0,0664 39,56746 0,2256
15  2,46741 0,0002 9,86992 0,0032 20,19348 0,0136 39,49744 0,0482
20 2,46740 0,0001 9,86970 0,0010 20,19161 0,0044 39,48461 0,0157
25 2,46740 0,0000 9,86965 0,0004 20,19109 0,0018 39,48098 0,0065
30 2,46740 0,0000 9,86962 0,0002 20,19090 0,0009 39,47966 0,0032
40 2,46740 0,0000 9,86961 0,0001 20,19078 0,0003 39,47881 0,0010
50 2,46740 0,0000 9,86961 0,0000 20,19075 0,0001 39,47858 0,0004
75 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47845 0,0001
100 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47843 0,0000
Kesin 2,46740 9,86960 20,19073 39,47842

Cizelge 4.2. Esitlik 3.28’de verilen denklem takimindan elde edilen boyutsuz
burkulma yiikleri (EKT, RKS5)
Sinir Kosullar
A-Se M-M A-M A-A
I:_’lkr 7oA l:_)lkr 7oA l:_)lkr YA I:_)lkr 7oA

N

4  2,46739 0,0003 9,86817 0,0145 20,16964 0,1044 39,30568 0,4376
6 2,46740 0,0000 9,86946 0,0014 20,18838 0,0116 39,45105 0,0693
8
10

2,46740 0,0000 9,86958 0,0003 20,19028 0,0022 39,47269 0,0145

2,46740 0,0000 9,86960 0,0001 20,19061 0,0006 39,47681 0,0041
15 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19072 0,0001 39,47827 0,0004
20 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47839 0,0001
25 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47841 0,0000
30 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
40 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
50 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
75  2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
100 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
Kesin 2,46740 9,86960 20,19073 39,47842
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Esitlik 3.34’de verilen FD malzemeli kolonlarin burkulma davranigini

yoneten diferansiyel denklem takiminda E(X)=E sabit alinirsa, denklem takimi

homojen-izotrop malzemeli kolonlarin burkulma davranigini yoneten denklem
takimina dondsiir. Bu durumda Esitlik 3.34’de verilen burkulma davranigini yoneten
diferansiyel denklem takiminin farkli sinir kosullarinda ¢6ziimii TFY yardimiyla
yapilmigtir. Kolonlarin en kii¢iik boyutsuz burkulma yiikleri RK4 algoritmasi
kullanilarak farkli N degerlerinde bulunmustur. Elde edilen boyutsuz burkulma
yikleri Cizelge 4.3’de verilmistir.

Cizelge 4.3. Esitlik 3.34°de verilen denklem takimindan elde edilen en kiigiik
boyutsuz burkulma yiikleri (EKT, RK4)
Sinir Kosullar
A-Se M-M A-M A-A

ISlkr YA Islkr YA ISlkr YA Islkr A
2,46833 0,0375 9,91965 0,5071 20,53572 1,7087 40,81016 3,3733
2,46759 0,0076 9,88081 0,1136 20,28148 0,4495 40,00535 1,3347
2,46746 0,0024 9,87331 0,0375 20,22213 0,1555 39,67890 0,5078
2,46743 0,0010 9,87115 0,0157 20,20413 0,0664 39,56746 0,2256
2,46741 0,0002 9,86992 0,0032 20,19348 0,0136 39,49744 0,0482
20 2,46740 0,0001 9,86970 0,0010 20,19161 0,0044 39,48461 0,0157
25 2,46740 0,0000 9,86965 0,0004 20,19109 0,0018 39,48098 0,0065
30 2,46740 0,0000 9,86962 0,0002 20,19090 0,0009 39,47966 0,0032
40 2,46740 0,0000 9,86961 0,0001 20,19078 0,0003 39,47881 0,0010
50 2,46740 0,0000 9,86961 0,0000 20,19075 0,0001 39,47858 0,0004
75 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47845 0,0001
100 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47843 0,0000
Kesin 2,46740 9,86960 20,19073 39,47842

oo ® o N Z

Cizelge 4.4°de ise Esitlik 3.34’de sunulan burkulma davranigini yoneten
diferansiyel denklem takimimin RKS algoritmasi kullanilarak elde edilen en kiigiik

burkulma yiikleri boyutsuz olarak verilmistir.
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Cizelge 4.4. Esitlik 3.34°de verilen denklem takimindan elde edilen en kiiciik
boyutsuz burkulma yiikleri (EKT, RK5)
Sinir Kogullari
A-Se M-M A-M A-A

ISlkr YA Islkr YA Islkr YA I:_)lkr YA
2,46739 0,0003 9,86817 0,0145 20,16964 0,1044 39,30568 0,4376
2,46740 0,0000 9,86946 0,0014 20,18838 0,0116 39,45105 0,0693
2,46740 0,0000 9,86958 0,0003 20,19028 0,0022 39,47269 0,0145
2,46740 0,0000 9,86960 0,0001 20,19061 0,0006 39,47681 0,0041
15 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19072 0,0001 39,47827 0,0004
20 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47839 0,0001
25  2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47841 0,0000
30 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
40 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
50 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
75 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
100 2,46740 0,0000 9,86960 0,0000 20,19073 0,0000 39,47842 0,0000
Kesin 2,46740 9,86960 20,19073 39,47842

o ©® o il Z

Bu boliimde EKT’ye dayali modellenen homojen-izotrop kolonlarmn her iki
yonetici diferansiyel denklem takimi i¢in TFY ile ¢oziimleri sunulmustur. Cizelge
4.1, Cizelge 4.2, Cizelge 4.3 ve Cizelge 4.4 incelendiginde her iki denklem takiminin
TFY ile ¢oziimlerinden elde edilen burkulma yiiklerinin cizelgelerde sunulan
hassasiyete gore ayni sonuglar1 verdigi goriilebilir.

N adim aralig1 degeri arttik¢a yonetici denklemlerden elde edilen boyutsuz
burkulma yiiklerinin kesin sonuca yakinsadig1 goriilmektedir.

N degerine bagh olarak; RKS5 algoritmasinin kullanildigi ¢oziiciiden elde
edilen sonuglar, RK4 algoritmasinin kullanildig1 ¢6ziiciiye kiyasla analitik sonuca

cok daha hizl yakinsamaktadir.
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4.2.2. Timoshenko Kiris Teorisine Dayali Modellenen Homojen Izotrop
Kolonlarin Burkulma Analizi

Bu bolimde TKT’ye dayali modellenen homojen-izotrop kolonlarin
burkulma davranigi aragtirilmigtir. TFY ile elde edilen burkulma yiikleri literatiirde
verilen analitik sonuglarla karsilastirilmigtir.

Kolona ait kesit ve malzeme 6zellikleri Esitlik 4.3°de verilmistir.

r:A' =0,01 E(X)=E »=03 k,=5/6 L=1m (4.3)

2

Esitlik 4.3 de verilen 6zelliklere sahip kolonun burkulma yiikii Esitlik 4.2°de
verildigi gibi boyutsuz olarak elde edilmistir.

Esitlik 3.26°da verilen burkulma davranisini yoneten diferansiyel denklem
takim1 TFY yardimiyla RK4 ve RKS algoritmalar1 kullanilarak ¢oziilmiistiir. Farkli

sinir kosullarinda elde edilen boyutsuz burkulma yiikleri Cizelge 4.5’de verilmistir.

Cizelge 4.5. Esitlik 3.26’da verilen denklem takimindan elde edilen en kiiglik
boyutsuz burkulma yiikleri (TKT)
Smnir Kosullari
A-Se M-M A-M A-A
RK4 RKS5 RK4 RKS5 RK4 RKS5 RK4 RKS5
2,29183 2,29103 7,57518 7,54513 12,51633 12,37939 17,95213 17,65486
2,29119 2,29103 7,55251 7,54588 12,42142 12,38644 17,79465 17,68413
2,29108 2,29103 7,54813 7,54595 12,39914 12,38715 17,72977 17,68848
2,29105 2,29103 7,54687 7,54596 12,39237 12,38728 17,70749 17,68931
15 2,29104 2,29103 7,54615 7,54596 12,38836 12,38732 17,69345 17,68960
20 2,29103 2,29103 7,54602 7,54596 12,38766 12,38732 17,69087 17,68962
25 2,29103 2,29103 7,54599 7,54596 12,38746 12,38732 17,69014 17,68963
30 2,29103 2,29103 7,54597 7,54596 12,38739 12,38732 17,68988 17,68963
40 2,29103 2,29103 7,54597 7,54596 12,38735 12,38732 17,68971 17,68963
50 2,29103 2,29103 7,54596 7,54596 12,38733 12,38732 17,68966 17,68963
75  2,29103 2,29103 7,54596 7,54596 12,38733 12,38732 17,68964 17,68963
100 2,29103 2,29103 7,54596 7,54596 12,38733 12,38732 17,68963 17,68963
Kesin 2,29103 7,54596 12,38732 17,68963

o ® o MZ
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Cizelge 4.6’da ise Esitlik 3.33’de verilen yonetici diferansiyel denklem
takimda E(X) = E sabit alinarak elde edilen boyutsuz burkulma yiikleri verilmistir.
Cizelge 4.5 ve Cizelge 4.6 incelendiginde her iki diferansiyel denklem takimindan
elde edilen sonuglarin, cizelgelerde sunulan hassasiyette bire bir Ortiistigi
goriilmektedir.

Sekil 4.1’de A-M smir kosulunda TKT’ye dayali modellenen homojen-
izotrop kolonun N degerine bagl olarak elde edilen boyutsuz burkulma yiiklerinin

analitik ¢ozlimlerle %A farklar1 verilmistir.

2,00
T —o—RK4 —e—RK5
1,60
1,20
g
S
0,80
0,40
0,00 O ®
0 20 40 60 80 100 120
N

Sekil 4.1. RK4 ve RKS algoritmalarinin etkinliginin karsilastirilmasi

Bundan sonraki sayisal 6rneklerde, dnceki 6rneklerde elde edilen sonuglar
ve Sekil 4.1 incelendiginde daha etkili oldugu gorilen RKS algoritmasi

kullanilmgtir.
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Cizelge 4.6. Esitlik 3.33°de verilen denklem takimindan elde edilen en kiiciik
boyutsuz burkulma yiikleri (TKT)

Sinir Kosullart
A-Se M-M A-M A-A

N RK4 RKS RK4 RKS5 RK4 RKS5 RK4 RKS5

4 2,29183 2,29103 7,57518 7,54513 12,51633 12,37939 17,95213 17,65486
6 229119 2,29103 7,55251 7,54588 12,42142 12,38644 17,79465 17,68413
8  2,29108 2,29103 7,54813 7,54595 12,39914 12,38715 17,72977 17,68848
10 2,29105 2,29103 7,54687 7,54596 12,39237 12,38728 17,70749 17,68931
15 2,29104 2,29103 7,54615 7,54596 12,38836 12,38732 17,69345 17,68960

20 2,29103 2,29103 7,54602 7,54596 12,38766 12,38732 17,69087 17,68962
25 2,29103 2,29103 7,54599 7,54596 12,38746 12,38732 17,69014 17,68963
30 2,29103 2,29103 7,54597 7,54596 12,38739 12,38732 17,68988 17,68963
40 2,29103 2,29103 7,54597 7,54596 12,38735 12,38732 17,68971 17,68963
50 2,29103 2,29103 7,54596 7,54596 12,38733 12,38732 17,68966 17,68963
75  2,29103 2,29103 7,54596 7,54596 12,38733 12,38732 17,68964 17,68963
100 2,29103 2,29103 7,54596 7,54596 12,38733 12,38732 17,68963 17,68963
Kesin 2,29103 7,54596 12,38732 17,68963

TFY kullanilarak istenilen araliklarda boyutsuz burkulma yiikleri elde
edilebilmektedir. Esitlik 3.33’de verilen yonetici diferansiyel denklem takimi
kullanilarak TKT’ye dayali modellenen A-Se smir kosulundaki homojen-izotrop

kolonun en kii¢iik dort boyutsuz burkulma yiikii Cizelge 4.7’de verilmistir.

Cizelge 4.7. TKT’ye dayali modellenen homojen-izotrop A-Se kolonun en kiigiik

dort boyutsuz burkulma yiikii
N R P Py P

1kr
5 2,29103 13,11484 21,06022 25,33910
10 2,29103 13,11785 21,09093 25,33024
15 2,29103 13,11791 21,09188 25,33446
20 2,29103 13,11791 21,09196 25,33488
25 2,29103 13,11791 21,09197 25,33495
30 2,29103 13,11791 21,09198 25,33497
40 2,29103 13,11791 21,09198 25,33498
50 2,29103 13,11791 21,09198 25,33498
75 2,29103 13,11791 21,09198 25,33498
100 2,29103 13,11791 21,09198 25,33498
Kesin 2,29103 13,11791 21,09198 25,33498
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Diferansiyel denklem takiminin homojen ¢dziimden elde edilen katsayilar
matrisinin determinantini sifir yapan her P degeri burkulma yiikiinii vermektedir. A-
Se simir kosuluna sahip kolonun, P eksenel yiikiine bagli katsayilar matrisi
determinantinin degisimi Sekil 4.2°de gosterilmistir. Sekil 4.2°de katsayilar
matrisinin determinantinin her isaret degisimi bir kritik burkulma yikiini

gostermektedir.

o
o
N

—o—Determinant Degeri

o
o
=

o
o
=

0,00 10,00 20,0 30,00

o
o
-

Katsayilar Matrisinin Determinanti
=)
[

=}
o
o

P

Sekil 4.2. TKT ye dayali modellenen homojen-izotrop A-Se kolonun P yiikiine bagl
katsayilar matrisi determinantinin degisimi

Kayma deformasyonlarmin burkulma yiiklerine etkisi kesit geometrisine
bagl degismektedir. Bu degisimlerin goriilebilmesi i¢in TKT’ye dayali modellenen
homojen-izotrop kolonlarin farkli L/h oranlari igin bulunan en kii¢iik birinci
boyutsuz burkulma yiikleri Cizelge 4.8’de sunulmustur. Bu uygulama i¢in TFY ile

analizlerde N=40 adim aralig1 kullanilmustir.
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Cizelge 4.8. TKT ye dayali modellenen farkli L/h oranlarindaki kolonlarin boyutsuz
burkulma yiikleri (N=40)
Sinir Kogullari

LH A-Se M-M A-M A-A
5 2,40567 8,95085 16,68678 27,98745
6 2,42420 9,21290 17,62117 30,71959
7 2,43551 9,37846 18,23693 32,64089
8 2,44291 9,48913 18,66013 34,02194
9 2,44801 9,56653 18,96182 35,03833
10 2,45167 9,62268 19,18366 35,80342
12 2,45646 9,69681 19,48056 36,85162
14 2,45935 9,74206 19,66405 37,51384
16 2,46123 9,77166 19,78501 37,95654
18 2,46253 9,79205 19,86881 38,26614
20 2,46345 9,80669 19,92918 38,49071
25 2,46487 9,82925 20,02255 38,84054
50 2,46677 9,85948 20,14842 39,31699
100 2,46724 9,86707 20,18013 39,43794

EKT ve TKT’ye dayali modellenen farkli simir kosullarindaki homojen-
izotrop kolonlarin L/h oranmna bagli en kiigiik boyutsuz burkulma yiiklerinin
degisimi Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’da sunulmustur.

Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 incelendiginde EKT’ye dayali
modellenen kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri, kayma deformasyonlarinin etkisi

dikkate alinmadan hesaplandigindan L/h oranindan etkilenmemektedir.
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TKT’ye dayali modellenen kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri ise L/h
oranina bagli olarak degismektedir. L/h orami arttikga EKT ve TKT’ye dayali
modellenen kolonlardan elde edilen boyutsuz burkulma yiiklerinin birbirine
yaklagtig1r yani kayma deformasyonlarmin boyutsuz burkulma yiikleri tizerindeki

etkisinin azaldig1 goriilmektedir.

4.3. Eksenel Yonde Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeli Kolonlarin
Burkulma Analizi

Bu boliimde eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma davranigi
arastirllmigtir. Burkulma yiikleri TFY ve Abaqus sonlu elemanlar yazilimi
yardimiyla bulunmustur. Elde edilen burkulma yiikleri literatiirde bulunan mevcut

sonuglarla karsilastirilmistir.

4.3.1. Malzeme Degisim Fonksiyonlar1 ve Kesit Ozellikleri
Bu calisma kapsaminda eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma
davranisi ii¢ farkli model iizerinde arastirilmigtir. Modellere ait malzeme degisim

fonksiyonlar Cizelge 4.9°da verilmistir.

Cizelge 4.9. Eksenel yonde malzeme degisim fonksiyonlar

Model No E(X)
Model 1 E,(1+x-x)
Model 2 E,(1+X)
Model 3 E,(1+2X+X%)

E, terimi x=0 baslangi¢ noktasina karsilik gelen elastisite modiilinii ifade

etmektedir. Cizelge 4.9°da verilen degisim fonksiyonlarinin kolon boyunca degisimi

Sekil 4.7°de verilmistir.
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Sekil 4.7. Malzeme degisim fonksiyonlarinin kolon boyunca degisimi

Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulmasi EKT ve TKT’ ye bagl
olarak elde edilmistir. Kolonlara ait kesit ve malzeme 6zellikleri Esitlik 4.4°de

verilmistir.

EX) v=03 k=085 L=Im (4.4)

Esitlik 4.4°de verilen 6zelliklere sahip kolonun burkulma yiikleri boyutsuz

olarak Esitlik 4.5°de gosterildigi gibi elde edilmistir.

2
P = % (4.5)
4.3.2. Eksenel Yonde Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeli Kolonlarin
Abaqus Yazilimi Yardimiyla Burkulma Analizi
Abaqus (Dassault Systémes Simulia Corp.) sonlu elemanlar programi
Simulia tarafindan gelistirilen bir yazilimdir. Cubuk, plak ve kati elemanlar
yazilimda modellenebilir. Havacilik uzay sanayi uygulamalarindan, insaat sektoriine
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birgok eleman modelinin analizinde mevcut yazilim yaygin olarak kullanilmaktadir.
Iki boyutlu ve ii¢ boyutlu sistemler {izerinde analizler gergeklestirilebilir.

Calismada c¢ubuk eleman olarak modellenen elemanlarin eksenel basing
kuvveti etkisi altindaki burkulma yiikleri bulunacaktir. Cubuk eleman i¢in burkulma
yiiklerinin analizi iki boyutlu diizlem {lizerinde modellenerek elde edilmistir. Bu
caligmada malzeme 6zelligi dogrusal elastik olarak tanimlanmuistir.

Bu ¢alisma kapsaminda EKT’ye dayali sonlu eleman modellerinde B23 tipi
eleman kullanilirken, kayma deformasyonlarinin etkisini dikkate alan TKT’ye dayali
modellerde B21 eleman tipi kullanilmistir (Dassault Systémes Simulia Corp., 2014).
Farkli siir kosullar1 tanimlanarak modellenen kolonlarin kritik burkulma ytikleri
Abaqus yazilimiyla elde edilmistir.

Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin, malzeme degisiminin bir noktadan
diger bir noktaya siirekli olarak degismesi nedeniyle modellenmesinde zorluklarla
karsilagilmaktadir.

Eleman boyunca siirekli degisen mekanik &zelliklerin modellenebilmesi
amaciyla eleman dogrultusu boyunca ¢ok sayida homojen-izotrop elemana
boliinebilir. Ayrt ayr1 modellenen homojen izotrop elemanlarin mekanik 6zellikleri
malzeme degisim fonksiyonuna bagli olarak programa girilir. Boliinen eleman
sayisinin  arttirllmasiyla elde edilen modelin eksenel yonde fonksiyonel
derecelenmeyi daha iyi bir sekilde temsil edecegi diisiiniilmektedir. Ancak eleman
sayisinin arttirilmasi modellemede zorluklar meydana gelmektedir.

Bu c¢alismada g¢ubuk ekseni boyunca ger¢eklesen malzeme degisimini
modelleyebilmek i¢in kolonlar 25, 50 ve 100 homojen izotrop elemana bolinmiistiir.
Boliinen her eleman igin programa malzeme oOzelligi tanimlanmistir. Elastik
burkulma probleminde dogrusal elastik malzeme davranisi i¢in programa elastisite
modiilii ve poisson oraninin girilmesi yeterlidir. Homojen izotrop eleman sayisina
uygun bigimde her homojen izotrop elemanin orta noktasina denk gelen elastisite

modiilii elemanin malzeme 6zelligi olarak programa girilmistir. 25 homojen-izotrop
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elemandan olusturulan modelin Abaqus yazilimi ara yliziindeki goriintlisii Sekil

4.8°de verilmigtir.

Sekil 4.8.Eksenel yonde FD malzemeli kolonun Abaqus yazilimi ara yiiziindeki
goruntusu

Sekil 4.8’de goriilen renkler farkli malzeme &zelligine sahip homojen-
izotrop elemanlar gostermektedir.

Burkulma yiiklerini boyutsuz olarak elde etmeyi kolaylagtirmak igin
modellenen gubuk elemanin toplam uzunlugu 1 m olarak alinmustir.

Ayr1 ayr1 modellenen bu homojen izotrop gubuk elemanlarin tek bir eleman
gibi caligabilmeleri i¢in Sekil 4.9°da goriildiigii gibi “Beam” tipi baglayici kesitler
kullanilmistir.

o
w
MName: | ConnSect-1

Connection Category Connection Type
(® Assembled/Complex
QO Basic
O MPC

Assembled/Complex type: | Beam o

Available CORM: None
Constrained CORM: U1, U2, U3, UR1, UR2, UR3
Connection type diagram: Q-

Sekil 4.9. Baglayici kesitlerin tanimlanmast
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Farkli sinir kosullarindaki kolonlarin analizi i¢in ¢ubuk elemanin uglarina
ilgili smir kogsullart uygulanmigtir. Sekil 4.10’da ankastre mesnete ait smir

kosullariin programa girisi gosterilmistir.

4 Edit Boundary Condition X
Name: BC-1
Type:  Displacement/Rotation
Step:  Step-1 (Buckle)
Region: Set-6
Use BC for
(®) Stress perturbation and buckling mode calculation
(O Stress perturbation only

(O Buckling mode calculation only

CSYS: (Global) [y A

Distribution: | Uniform v fx
Ut 0

vz 0

(4 UR3: 0 radians

Note: The displacement value will be
maintained in subsequent steps.

OK Cancel

Sekil 4.10. Abaqus yaziliminda sinir kosullarinin tanimlanmasi

Sekilde Ul x eksenindeki yer degistirmeyi, U2 y eksenindeki yer
degistirmeyi, UR3 ise donmeyi ifade etmektedir. Ankastre mesnetli ugta U1, U2 ve
UR3 serbestlikleri tutuludur. Sabit mesnet modellemek igin ilgili ugta Ul ve U2
serbestlikleri tutulurken, hareketli mesnet i¢in sadece U2 serbestligi tutulmalidir.

Serbest ugta ise her {i¢ serbestlikte tutulu degildir.
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4.3.3. Euler-Bernoulli Kiris Teorisine Dayali Modellenen Eksenel Yoénde
Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeli Kolonlarin Burkulma Analizi

EKT’ye dayali eksenel yonde FD malzemeli kolonun burkulma davranigini
yoneten adi diferansiyel denklem takimi Esitlik 3.33de verilmistir. Cizelge 4.9°da
verilen malzeme degisim fonksiyonlarina sahip kolonlarin burkulma yiikleri TFY ve
Abaqus sonlu elemanlar yazilimi kullanilarak elde edilmistir.

Abaqus yazilimi yardimiyla her {i¢ model, 25, 50 ve 100 homojen-izotrop
malzemeli eleman kullanilarak ayr1 ayri modellenmis ve burkulma yiikleri elde
edilmistir.

Model 1 malzeme degisim fonksiyonuna sahip kolonlarin dort farkli sinir
kosullarindaki en kiigiik {i¢ boyutsuz burkulma yiikleri Cizelge 4.10’da verilmistir.

Cizelge 4.10’da TFY kullanilarak farkli N adim aralig1 degeri i¢in elde
edilen boyutsuz burkulma ytikleri, literatiirde verilen ve Abaqus sonlu elemanlar
yazilimindan elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.

TFY kullanilarak bulunan boyutsuz burkulma yiiklerinin, literatiirde verilen
mevcut sonuglarla ve Abaqus sonlu elemanlar yazilimindan elde edilen sonuglarla
gayet uyumlu oldugu goriilmiistir. N adim araligi degerinin artmasiyla TFY
yardimiyla elde edilen boyutsuz burkulma ytiklerinin daha iyi sonuglar verdigi
goriilmektedir.

En biiyiik boyutsuz burkulma yiikleri A-A smir kosulundaki kolonlardan
elde edilirken, en kiigiik boyutsuz burkulma yiikler A-Se sinir kosulundaki

kolonlardan elde edilmistir.
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Cizelge 4.10. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri
(EKT, Model 1)

SK Yontem F_)lkr F_’2kr F_’3kr
N=5 2,8654 25,8300 71,4118
Bu ¢alisma N=10 2,8654 25,8412 71,7444
N=25 2,8654 25,8415 71,7553
A-Se 25 Eleman 2,8658 25,8450 71,7650
Abaqus 50 Eleman 2,8655 25,8420 71,7580
100 Eleman 2,8654 25,8420 71,7560
Huang ve Li (2011) 2,8636 - -
Rajasekaran (2012) 2,8638 - -
N=5 11,9994 46,3728 103,1812
Bu ¢alisma N=10 12,0000 46,4581 103,8123
N=25 12,0000 46,4601 103,8552
M-M 25 Eleman 11,9990 46,4530 103,8400
Abaqus 50 Eleman 12,0000 46,4580 103,8500
100 Eleman 12,0000 46,4600 103,8500
Huang ve Li (2011) 12,0000 - -
Rajasekaran (2012) 12,0000 - -
N=5 23,6557 69,2710 138,3391
Bu ¢alisma N=10 23,6642 69,5817 138,3388
N=25 23,6644 69,5915 138,4626
AM 25 Eleman 23,6680 69,6010 138,4800
Abaqus 50 Eleman 23,6650 69,5940 138,4700
100 Eleman 23,6650 69,5920 138,4600
Huang ve Li (2011) 23,6644 - -
Rajasekaran (2012) 23,6644 - -
N=5 45,3083 93,3713 191,6587
Bu ¢alisma N=10 45,3936 94,0477 182,7993
N=25 45,3956 94,0797 183,1261
AA 25 Eleman 45,4150 94,1200 183,2100
Abaqus 50 Eleman 45,4000 94,0900 183,1500
100 Eleman 45,3970 94,0830 183,1300
Huang ve Li (2011) 45,3956 - -
Rajasekaran (2012) 45,3956 - -
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Model 2 malzeme degisim fonksiyonuna sahip kolonun, TFY ve Abaqus

yazilimiyla elde edilen boyutsuz burkulma yiikleri Cizelge 4.11’de verilmistir.

Cizelge 4.11. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma ytikleri
(EKT, Model 2)

SK Yontem F_)lkr |52kr |33kr
Bu N=5 3,177 31,8670 89,9401
N=10 3,1177 31,8854 89,3922
calisma
N=25 3,1177 31,8858 89,4104
A-Se 25 Eleman 3,1185 31,8940 89,4330
Abaqus 50 Eleman 3,179 31,8880 89,4160
100 Eleman 3,1177 31,8860 89,4120
Huang ve Li (2011) 3,177 - -
Rajasekaran (2012) 3,1177 - -
Bu N=5 14,5102 57,5286 128,9372
N=10 14,5112 57,6526 129,4941
calisma
N=25 14,5112 57,6562 129,5615
MM 25 Eleman 14,5100 57,6520 129,5500
Abaqus 50 Eleman 14,5110 57,6550 129,5600
100 Eleman 14,5110 57,6560 129,5600
Huang ve Li (2011) 14,5113 - -
Rajasekaran (2012) 14,5113 - -
Bu N=5 29,4341 86,5433 174,3101
N=10 29,4486 86,9717 173,0872
calisma
N=25 29,4490 86,9883 173,2776
AM 25 Eleman 29,4560 87,0110 173,3200
Abaqus 50 Eleman 29,4510 86,9940 173,2900
100 Eleman 29,4490 86,9900 173,2800
Huang ve Li (2011) 29,4490 - -
Rajasekaran (2012) 29,4490 - -
Bu N=5 57,2609 116,9222 250,3155
N=10 57,3904 117,6710 229,4824
calisma
N=25 57,3939 117,7220 229,9629
AA 25 Eleman 57,4020 117,7400 230,0000
Abaqus 50 Eleman 57,3960 117,7300 229,9700
100 Eleman 57,3940 117,7200 229,9700
Huang ve Li (2011) 57,3940 - -
Rajasekaran (2012) 57,3940 - -
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Cizelge 4.12’de Model 3 malzeme degisim fonksiyonuna sahip kolonlarin

boyutsuz burkulma yiikleri verilmistir.

Cizelge 4.12. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma ytikleri
(EKT, Model 3)

SK Yontem P P Py
B N=5 3,8364 44,9715 126,4431
b N=10 3,8364 45,0173 127,1474
calisma
N=25 3,8364 45,0185 127,1932
A-S 25 Eleman 3,8387 45,0440 127,2600
-Se
Abaqus 50 Eleman 3,8370 45,0250 127,2100
100 Eleman 3,8365 45,0200 127,2000
Huang ve Li (2011) 3,8364 - -
Rajasekaran (2012) 3,8364 - -
B N=5 20,7893 82,1762 186,2158
u N=10 20,7922 82,4097 184,9749
caligma
N=25 20,7923 82,4191 185,1294
MM 25 Eleman 20,7880 82,4010 185,0900
Abaqus 50 Eleman 20,7910 82,4150 185,1200
100 Eleman 20,7920 82,4180 185,1300
Huang ve Li (2011) 20,7923 - -
Rajasekaran (2012) 20,7923 - -
B N=5 42,0705 123,5754 257,6076
b N=10 42,1082 124,2568 247,1334
calisma
N=25 42,1092 124,2995 247,5558

25 Eleman 42,1320 124,3700 247,7000

A-M Abaqus 50 Eleman 42,1150 124,3200 247,5900
100 Eleman 42,1110 124,3000 247,5700

Huang ve Li (2011) 42,1092 - -

Rajasekaran (2012) 42,1092 - -

N=5 81,6311 167,7431 *
Bu N=10 81,9135 168,0562 327,4641

caligma

N=25 81,9233 168,1803 328,4218
AA 25 Eleman 81,9530 168,2400 328,5500

Abaqus 50 Eleman 81,9310 168,2000 328,4600
100 Eleman 81,9250 168,1900 328,4400
Huang ve Li (2011) 81,9234 - -
Rajasekaran (2012) 81,9235 - -
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4.3.4. Timoshenko Kiris Teorisine Dayali Modellenen Eksenel Yonde
Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeli Kolonlarin Burkulma Analizi

Bu boliimde, Esitlik 3.33°de verilen TKT’ye dayali modellenen eksenel
yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma davranigini yoneten diferansiyel denklem
takim1 TFY yardimiyla ¢oziilmiistiir.

Burkulma yiikleri TFY kullanilarak N=25 adim aralig1 i¢in elde edilmistir.
Abaqus sonlu eleman yaziliminda malzeme degisimi 25, 50 ve 100 adet homojen-
izotrop eleman kullanilarak modellenmistir. TKT nin kolonlarin kesit 6zelliklerine
baglh burkulma yiikleri {izerindeki etkisi farkli L/h oranlar1 kullanilarak
arastirilmigtir. Model 1 malzeme degisim fonksiyonuna sahip, L/h oran1 5 olan
eksenel yonde FD malzemeli kolonun farkli sinir kosullarindaki en kiigiik iic

boyutsuz burkulma yiikii Cizelge 4.13’de verilmistir.

Cizelge 4.13. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri
(TKT, Model 1, L/h=5, N=25)

SK Yontem P Py P
Bu c¢alisma 2,7951 21,0481 43,9457
ASS 25 Eleman 2,7956 21,0520 43,9570
¢ Abaqus 50 Eleman 2,7952 21,0500 43,9520
100 Eleman 2,7952 21,0490 43,9510
Bu ¢aligma 10,8085 32,8325 54,0142
M-M 25 Eleman 10,8080 32,8360 54,0320
) Abaqus 50 Eleman 10,8090 32,8350 54,0240
100 Eleman 10,8090 32,8350 54,0210
Bu ¢alisma 19,5268 43,2188 62,2595
AM 25 Eleman 19,2590 42,5750 61,6730
Abaqus 50 Eleman 19,2570 42,5700 61,6640
100 Eleman 19,2570 42,5690 61,6620
Bu ¢aligma 32,5526 51,7313 70,0579
A-A 25 Eleman 32,5640 49,2960 70,0720
Abaqus 50 Eleman 32,5570 49,2900 70,0700
100 Eleman 32,5560 49,2880 70,0700
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Cizelge 4.14’de Model 2 malzeme degisim fonksiyonuna sahip, L/h oran1 5
olan eksenel yonde FD malzemeli kolonun en kii¢iik ti¢ boyutsuz burkulma ytikii

verilmistir.

Cizelge 4.14. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri
(TKT, Model 2, L/h=5, N=25)

SK Yontem ISlkr Is2kr IS3k .
Bu ¢alisma 3,0588 25,9723 54,0737
A-Se 25 Eleman 3,0596 25,9780 54,0850
Abaqus 50 Eleman 3,0590 25,9750 54,0810
100 Eleman 3,0588 25,9740 54,0800
Bu ¢alisma 13,0956 40,4740 65,9043
MM 25 Eleman 13,0960 40,4800 65,9290
Abaqus 50 Eleman 13,0960 40,4780 65,9170
100 Eleman 13,0960 40,4770 65,9140
Bu ¢alisma 24,4548 53,2736 75,6289
AM 25 Eleman 23,9130 52,4300 74,5870
Abaqus 50 Eleman 23,9100 52,4260 74,5880
100 Eleman 23,9090 52,4250 74,5880
Bu ¢alisma 40,5010 62,9792 83,7975
AA 25 Eleman 40,5420 60,2210 83,7070
Abaqus 50 Eleman 40,5400 60,2180 83,7180
100 Eleman 40,5390 60,2170 83,7210

Model 3 malzeme degisim fonksiyonuna sahip L/h orani 5 olan kolonun
TFY ve Abaqus sonlu elemanlar yazilimindan elde edilen boyutsuz burkulma ytikleri
Cizelge 4.15’de verilmistir.

Cizelge 4.13, Cizelge 4.14 ve Cizelge 4.15 incelendiginde TFY ve Abaqus
sonlu elemanlar yazilimdan elde edilen boyutsuz burkulma yiiklerinin A-Se ve M-

M sinir kosuluna sahip kolonlarda olduk¢a uyumlu oldugu goriilmiistiir.

55



4. SAYISAL UYGULAMALAR Burkay SIVRI

Cizelge 4.15. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma yiikleri
(TKT, Model 3, L/h=5, N=25)

SK Yontem P |52kr F_)3kr
Bu ¢alisma 3,7793 36,0769 72,4528
A-Se 25 Eleman 3,7816 36,0940 72,4660
Abaqus 50 Eleman 3,7799 36,0830 72,4640
100 Eleman 3,7795 36,0800 72,4630
Bu ¢alisma 18,4497 55,2270 84,9709
M-M 25 Eleman 18,4490 55,2560 85,1860
Abaqus 50 Eleman 18,4500 55,2380 85,0360
100 Eleman 18,4500 55,2330 84,9990
Bu ¢alisma 34,4975 71,7692 94,4108
A-M 25 Eleman 33,5370 70,2850 92,5470
Abaqus 50 Eleman 33,5260 70,2800 92,5710
100 Eleman 33,5240 70,2790 92,5870
Bu c¢alisma 55,7005 82,4196 98,6024
AA 25 Eleman 55,8980 78,5590 98,4220
Abaqus 50 Eleman 55,8890 78,5550 97,9650
100 Eleman 55,8870 78,5550 97,8340

Kayma deformasyonlarmin, kesit geometrisine bagli boyutsuz burkulma
yiikii lizerindeki etkisi farkli L/h oranlar iizerinden arastirilmistir. Cizelge 4.16°da
farkli sinir kosullarinda, Model 1 degisim fonksiyonuna sahip eksenel yonde FD
malzemeli kolonun en kii¢iik ii¢ boyutsuz burkulma yiikii verilmistir.

Burada %A ifadesi; EKT’ye dayali modellenen kolondan elde edilen
boyutsuz burkulma yiikiiniin, ayn1 malzeme degisim modeli, sinir kosulu ve L/h
oranina sahip TKT’ye dayali modellenen kolondan elde edilen boyutsuz burkulma
yiikiiyle bagil farkimi gostermektedir.

Cizelge 4.17°de Model 2 degisim fonksiyonuna sahip kolonun boyutsuz

burkulma yiikleri verilmistir.
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Cizelge 4.16. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin farkli L/h oranlarindaki
boyutsuz burkulma yiikleri (TKT, Model 1, N=25)

SK L P, %A Py %A P, %A

10 2,8475 0,62 24,4501 5,38 61,9670 13,64
20 2,8609 0,16 25,4790 1,40 69,0304 3,80

A-Se 50 2,8647 0,03 25,7828 0,23 71,3050 0,63
100 2,8652 0,01 25,8268 0,06 71,6422 0,16
10 11,6783 2,68 42,0972 9,39 84,4296 18,70
20 11,9179 0,68 45,2871 2,52 98,2098 5,44
M-M 50 11,9868 0,11 46,2684 0,41 102,9089 0,91
100 11,9967 0,03 46,4120 0,10 103,6170 0,23
10 22,4745 5,03 60,3917 13,22 106,0998 23,37
20 23,3553 1,31 67,0393 3,67 128,6591 7,08
Y 50 23,6144 0,21 69,1702 0,61 136,7952 1,20
100 23,6519 0,05 69,4857 0,15 138,0419 0,30
10 41,3226 8,97 78,1189 16,97 130,6303 28,67
A-A 20 44,3041 2,40 89,5095 4,86 166,4221 9,12

50 45,2174 0,39 93,3175 0,81 180,2324 1,58
100 45,3509 0,10 93,8880 0,20 182,3941 0,40

Cizelge 4.17. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin farkli L/h oranlarindaki
boyutsuz burkulma yiikleri (TKT, Model 2, N=25)
SK L/h P %A P, %A Py %A

10 3,1028 0,48 30,1764 5,36 77,0118 13,87
20 3,139 0,12 31,4411 1,39 85,9628 3,86

A-Se 50 3,171 0,02 31,8139 0,23 88,8409 0,64
100 3,1175 0,00 31,8678 0,06 89,2674 0,16
10 14,1304 2,62 52,1738 9,51 104,8183 19,10
20 14,4142 0,67 56,1839 2,55 122,3787 5,54
M-M 50 14,4956 0,11 57,4156 0,42 128,3579 0,93
100 14,5073 0,03 57,5959 0,10 129,2586 0,23
10 28,0243 4,84 75,2522 13,49 131,9479 23,85
20 29,0798 1,25 83,7349 3,74 160,7765 7,21
AM 50 29,3893 0,20 86,4514 0,62 171,1525 1,23
100 29,4340 0,05 86,8535 0,16 172,7415 0,31
10 52,0103 9,38 97,0653 17,55 162,0223 29,54
AA 20 55,9487 2,52 111,8036 5,03  208,3214 9,41

50 57,1578 0,41 116,7347 0,84 226,2123 1,63
100 57,3347 0,10 117,4737 0,21 229,0140 0,41
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Model 3 malzeme degisim fonksiyonuna sahip TKT’ye dayali modellenen
eksenel yonde FD malzemeli kolonun farkli sinir kosullarinda L/h oranina bagh
bulunan boyutsuz burkulma yiikleri Cizelge 4.18’de verilmistir.

Cizelge 4.16, Cizelge 4.17 ve Cizelge 4.18 incelendiginde L/h orani arttikga
TKT’ye dayali kolonlarda elde edilen boyutsuz burkulma yiiklerinin, EKT’ye dayali
kolonlarda elde edilen boyutsuz burkulma yiiklerine yaklastig1 goriilmektedir. L/h
orani azaldik¢a kayma deformasyonlarini dikkate alan TKT’ye dayali modellenen
ve bu deformasyonlar1 ihmal eden EKT’ye dayali modellenen kolonlardan elde

edilen burkulma yiikleri arasindaki fark artmaktadir.

Cizelge 4.18. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin farkli L/h oranlarindaki
boyutsuz burkulma yiikleri (TKT, Model 3, N=25)
SK Lh B, %A P, %A P, %A

10 3,8220 0,38 42,4408 5,73 108,0517 15,05
20 3,8328 0,09 44,3484 149 121,8760 4,18

A-Se 50 3,8358 0,02 44,9101 024 126,3151 0,69
100 3,8362 0,00 44,9914 0,06 126,9726 0,17

10 20,1593 3,04 73,7216 10,55 146,2208 21,02

20 20,6308 0,78 80,0812 2,84 173,8304 6,10

M-M 50 20,7663 0,13 82,0370 0,46  183,2358 1,02
100 20,7858 0,03 82,3233 0,12 184,6528 0,26

10 39,9458 5,14 106,0791 14,66 183,1702 26,01

A 20 41,5491 1,33 119,2538 4,06 228,1122 7,85
M 50 42,0187 0,21 123,4671 0,67  244,2521 1,33
100 42,0865 0,05 124,0905 0,17 246,7225 0,34

10 73,5371 10,24 1359798 19,15 222,3664 32,29

A-A 20 79,6692 2,75 158,9691 548 294,6430 10,29

50 81,5649 0,45 166,6444 091 322,5670 1,78
100 81,8309 0,11 167,7940 0,23  326,9405 045

Cizelge 4.16, Cizelge 4.17 ve Cizelge 4.18 incelendiginde eksenel yonde FD
malzemeli kolonlarda, kayma deformasyonlarmin burkulma yiikleri iizerindeki
etkisinin sinir  kosullarina bagli olarak degistigi goriilmektedir. Kayma

deformasyonlarinin, her ii¢ malzeme modeli iginde burkulma yiiklerini en ¢ok
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etkiledigi smir kosulu A-A iken, en az etkiledigi smir kosulu A-Se olarak
gorillmiistiir.

Cizelge 4.16, Cizelge 4.17 ve Cizelge 4.18’den kayma deformasyonlariin
burkulma modlari iizerinde farkli oranlarda etkili oldugu goriilmektedir. Ayni sinir
kosulu ve L/h oranina sahip eksenel yonde FD malzemeli kolonlarda; yiiksek
burkulma modlarina ait burkulma yiikleri, diigiik burkulma modlarma ait burkulma
ylklerine kiyasla kayma deformasyonlarindan daha ¢ok etkilenmektedir.

EKT ve TKT’ye dayali modellenen farkli simir kosullarinda Model 1
malzeme degisim modeline sahip eksenel yonde FD malzemeli kolonun en kiigiik
boyutsuz burkulma yiikiiniin L/h oranina baglh degisimi Sekil 4.11, Sekil 4.12, Sekil
4.13 ve Sekil 4.14’de verilmistir.
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Sekil 4.11. A-Se kolonunun L/h oranina bagli boyutsuz burkulma yiikleri (Modell)
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Sekil 4.12. M-M kolonunun L/h oranma bagli boyutsuz burkulma yiikleri (Modell)
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Sekil 4.14. A-A kolonunun L/h oranina bagli boyutsuz burkulma yiikleri (Modell)
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimiinii bulmanin ¢ok zor oldugu veya
miimkiin olmadig1 problemlerde yaklasik sonucu elde etmek amaciyla sayisal
yontemler kullanilmaktadir. Bu c¢alismada, burkulma davranisii ydneten
diferansiyel denklemler TFY kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu amagla Python
programlama dilinde bir program hazirlanmistir.

TFY, lineer smir deger problemini baslangic deger problemine
dontstiirmektedir. Bu dogrultuda doniistiiriilen baslangi¢ deger problemlerinin
coziimlerinde RK4 ve RKS5 algoritmalari kullanilmistir.

Bu calismada, EKT ve TKT’ye dayali modellenen eksenel yonde FD
malzemeli kolonlarin burkulma davranigi arastirilmistir. Burkulma davranigini
yoneten diferansiyel denklemler, denge denklemleri ve i¢ kuvvet-sekil degistirme
iliskileri kullanilarak iki farkli formatta sunulmustur.

Elde edilen diferansiyel denklemler, oncelikle TFY nin uygulanabilmesi
amaciyla birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerden olusan denklem
takimmna  doniistirilmiistir. Bu  donilisiimlerde  yardimc1  fonksiyonlardan
yararlanilmigtir. Yonetici diferansiyel denklem takimimin, homojen ¢6ziimiinden
elde edilen katsayilar matrisinin determinantint sifir yapan eksenel yiik degerleri
burkulma yiiklerini vermektedir. Bu kok degerleri Secant yontemiyle iteratif olarak
elde edilmistir.

Uygulanan yontemin burkulma yiiklerinin hesabinda etkin bir bi¢imde
kullanilabilecegini goéstermek amaciyla homojen-izotrop malzemeli kolonlarin
burkulma yiikleri TFY yardimiyla elde edilmistir. EKT ve TKT’ye dayal1 olarak
modellenen farkli sinir kosullarindaki kolonlarin burkulma yiikleri RK4 ve RK5
algoritmalar1 kullanilarak bulunmustur.

Boyutsuz burkulma yiikleri, ¢caligmada sunulan her iki yonetici denklem
takimi iginde bulunmustur. Her iki denklem takimindan da elde edilen sonuglar kesin

sonuglarla karsilastirtlmistir. Céziimlerde kullanilan N adim araligi degeri arttikca
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elde edilen sonuglarin kesin sonuca yaklastigi goriilmiistiir. RK5 algoritmasinin
kullanildig1 ¢oziiciiniin, N degerine bagli kesin ¢oziime yaklasma hizi, RK4
algoritmasinin kullanildig1 ¢6ziiciiye kiyasla daha yiiksektir.

Kayma deformasyonlarini ihmal eden EKT’ye dayali modellenen homojen-
izotrop malzemeli kolonlardan elde edilen burkulma yiikleri, kayma
deformasyonlarinin etkisini dikkate alan TKT’ye dayali modellenen kolonlardan
elde edilen burkulma yiiklerinden daha biiyiiktiir. Kesitin geometrik 6zelliklerine
bagli olarak kayma deformasyonlarmin boyutsuz burkulma yiikiine etkisini
incelemek amaciyla farkli L/h oranlarinda kolonlar ele alinmistir. Diisiik L/h
oranlarina sahip kolonlarin burkulma yiikii degerlerinin kayma deformasyonlarindan
onemli Ol¢iide etkilendigi goriilmiistiir. Ancak L/h orani arttik¢a; TKT’ye dayali
modellenen kolonlardan elde edilen boyutsuz burkulma yiikleri, EKT’ ye dayal
modellenen kolonlardan elde edilen burkulma yiiklerine yaklagmaktadir.

Homojen-izotrop malzemeli kolonlar {izerinde test edilen TFY, eksenel
yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma analizinde kullanilmistir. EKT ve TKT ye
dayali modellenen eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma yiikleri Esitlik
3.33 ve Esitlik 3.34’de verilen yonetici diferansiyel denklem takimlarindan elde
edilmistir. Kullanilan yonetici diferansiyel denklem takimlari; kolonlara ait sinir
kosullarinin, malzeme oOzelliklerinden ve kesit geometrisinden bagimsiz
yazilabilmesine olanak saglamigtir. Segilen yonetici diferansiyel denklem
takimlarmin sagladigi bir diger avantaj ise burkulma davranisini ydneten
diferansiyel denklemin dogrudan birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerden
elde edilmesidir.

Eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma davraniginda malzeme
degisim modelinin 6nemli bir etkisi vardir. Bu calisma kapsaminda {i¢ farkl
malzeme degisim modeli incelenmistir. TFY ile elde edilen boyutsuz burkulma
yikleri literatiirde bulunan mevcut sonuglar ve Abaqus sonlu elemanlar yazilimdan

elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.
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Abaqus sonlu elemanlar yaziliminda iki boyutlu diizlemde c¢aligilmugtir.
Kolonlar ¢ubuk sonlu elemanlar kullanilarak modellenmistir. EKT’ye dayali
modellemelerde B23 tipi eleman kullanilirken, TKT’ye dayali modellemelerde B21
tipi eleman kullanilmigtir. Eksenel yonde FD malzemeli kolonlar, sonlu elemanlar
yaziliminda ¢ok sayida homojen-izotrop malzemeli eleman kullanilarak
modellenmistir. Bu ¢alisma kapsaminda ele alinan malzeme degisim fonksiyonlarina
sahip FD malzemeli kolonlarin modellenmesinde 25, 50 ve 100 homojen-izotrop
eleman kullanilmistir.

EKT’ye dayali modellenen eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin TFY ile
elde edilen burkulma yiiklerinin Abaqus sonlu elemanlar yazilimindan elde edilen
burkulma yiikleriyle olduk¢a uyumlu oldugu goriilmiistiir. Abaqus ile yapilan
analizlerde, kullanilan homojen-izotrop eleman sayisinin artmasiyla elde edilen
sonuglarin daha hasas hale geldigi goriilmiistiir.

EKT’ye dayali modellenen FD malzemeli kolonlarin boyutsuz burkulma
yiikleri L/h oranindan etkilenmezken, TKT’ye dayali modellenen kolonlarin
boyutsuz burkulma yiikleri L/h oranina bagh degismektedir. L/h orani arttikca,
TKT’ye dayali kolonlardan elde edilen sonuglarin EKT’ye dayali kolonlardan elde
edilen sonuglara yaklastigi; bu oran azaldikca kayma deformasyonunun kritik
burkulma yiikiine etkisinin arttig1 gézlemlenmistir.

FD malzemeli kolonlarda en biiyiik burkulma yiikleri, Model 3 malzeme
degisim fonksiyonu igin elde edilmistir. Ayn1t malzeme modeli ve L/h oranina sahip
kolonlarda en biiyiik burkulma yiikleri A-A sinir kosulunda elde edilirken, en kiigiik
burkulma yiikleri A-Se sinir kosulundaki kolonlarda bulunmustur.

Kayma deformasyonlarinin, burkulma yiikii {izerindeki etkisinin sinir
kosullarina baglh degistigi goriilmiistiir. Kayma deformasyonlarinin etkisini ihmal
eden EKT’ye dayali modellenen ve bu etkileri dikkate alan TKT’ye dayali
modellenen kolonlardan elde edilen boyutsuz burkulma yiikleri arasindaki en biiyiik
farklar A-A sinir kosulunda goriiliirken, en kiiclik farklar A-Se smir kosulunda

goriilmiigtiir.
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Kayma deformasyonlarimin, eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin
burkulma modlart {izerinde farkli oranlarda etkili oldugu goriilmiistiir. Aym
malzeme degisim modeline, sinir kosuluna ve L/h oranina sahip eksenel yonde FD
malzemeli kolonlarda; yiiksek derece burkulma modlarina ait burkulma yiikleri,
diisiik derece burkulma modlarma ait burkulma yiiklerine kiyasla kayma
deformasyonlarindan daha ¢ok etkilenmektedir.

Sonu¢ olarak, eksenel yonde FD malzemeli kolonlarin burkulma
davranisinin  arastirilmasinda  TFY’nin  etkin  bir sekilde kullanilabilecegi

gosterilmistir.
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