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Bu tezde, izotropik, anizotropik ve elastik, viskoelastik malzemeden yapilmg
silindirik helisel ¢ubuklarin zamanla degisen yikler altinda dinamik davrams:
Laplace uzayinda teorik olarak incelenmistir. Tabii burulmus ve egilmis uzaysal
cubuklan idare eden denklemler Timoshenko gubuk teorisi kullanarak elde edilmis
ve silindirik helisel gubuklar i¢in tekrar yazilmugtir. Formiilasyonda, ¢ubuk ekseninin
egriligi, donme ataleti, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri gozoniine altnmugtir.
Laplace uzayinda elde edilen skaler formdaki adi diferansiyel denkiemler, problemin
dinamik rijitlik matrisini hesaplayabilmek igin tamamlayici fonksiyonlar yéntemi
yardimiyla sayisal olarak ¢oziilmektedir. Malzemenin viskoelastik oldugu durumda,
elastik-viskoelastik anolojisi yardimiyla, malzeme sabitleri Laplace uzayinda
kompleks kargitlan ile yerdegistiriimektedir. Coziimlerde, Kelvin modeli
uygulanmugtir. Elde edilen ¢6ziimler, Durbin’in sayisal ters Laplace déniigiim
yontemi ile zaman uzaymna donistirilmiistir. Bu ¢aligmada elde edilen sonuglarin
ANSYS ve literatiirdeki mevcut sonuglar ile uyum i¢inde oldugu gériilmiigtiir.

Anahtar kelimeler :  Silindirik Helisel Cubuklar, Viskoelastik Cisimler, Kompozit
Malzemeler, Sayisal Ters Laplace Doniigiimleri, Tamamlayici
Fonksiyonlar Yéntemi.
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In this thesis, the dynamic behaviour of cylindrical helical rods made of
isotropic, anisotropic and elastic, viscoelastic materials under time dependent loads is
theoretically investigated in the Laplace domain. The governing equations for
naturally twisted and curved spatial rods obtained using the Timoshenko beam theory
are rewritten for cylindrical helical rods. The curvature of the rod axis, effect of
rotary inertia and, shear and axial deformations are considered in the formulation.
Ordinary differential equations in scalar form obtained in the Laplace domain are
solved numerically with the help of the complementary functions method to calculate
the dynamic stiffness matrix of the problem. In the viscoelastic material case, with
the help of elastic-viscoelastic anology, the material constants are replaced with their
complex counterparts in the Laplace domain. In the solutions, Kelvin model is
employed. The solutions obtained are transformed to the real space using the
Durbin’s numerical inverse Laplace transform method. The results obtained in this
study are found to be in good agreement with those available in the literature and
ANSYS.

Keywords : Cylindrical Helical Rods, Viscoelastic Solids, Composite Materials,
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1. GIRIS Faruk Firat CALIM

1. GIRIS

Egri eksenli ve helisel gubuklann dinamik davranigi 6nemli bir miihendislik
problemi olarak giincelligini korumaktadir. Helisel gubuklar, helisel merdivenler gibi
yap: elemami, ara¢ sispansiyon sistemi ve motor siibop yayr gibi makina elemam
olarak kullamlmaktadir. Yaklagik yiizyil 6ncesinde baglayan bu ¢aligmalar, bilgisayaf
kullannrmindan sonra hiz kazanmg ve hesap kolayhg bakimindan daha 6nce yapilan
basitletirmelerden kagmilmustir.

Bilindigi gibi, efri eksenli uzaysal g¢ubuk problemlerinin hareket
denklemlerinin {i¢ boyutlu elastisite teorisi ile elde edilmesi miimkiin
gorinmemektedir. Bu nedenle problemin formiilasyonunda Bernoulli-Euler ve
Timoshenko kirig teorileri gibi yaklagimlar yapilmaktadir. Ancak, bu sekilde yapilan
yaklagimlar ile matematiksel olarak g¢ozillebilen denklemler elde edilebilmektedir.
Elastik ince ¢ubuk teorileri hakkinda ilk ¢ahgmalar Bernoulli-Euler kabulierine
dayanmaktadir. Bernoulli-Euler elemanter teorisi, ince kirisler ve kiigik titresim
modlarina sahip titresimler igin gegerlidir. Yiiksek frekans modlarina sahip gubuklar
i¢in ise, Timoshenko kirig teorisi daha iyi bir yaklasim sunmaktadir. Timoshenko
kirig teorisi eksenel ve kayma deformasyonu ile dénme ataleti etkilerini gézontine
almaktadr.

Helisel ¢ubugun yay veya merdiven olarak kullanilmasi halinde ¢ozilmesi
gereken denklemler aymdir. Helisel cubuklarin hesabi, genellikle yaklasik
yontemlerle ve dogru eksenli qubuk kabulii ile yapilmaktadir. Coziimlerde genellikle
rjitlik matrisi yontemi kullamlmaktadir. Eleman rijitlik matrisi ve eleman yik
vektoriiniin dogru bir sekilde hesaplanmasi 6nemlidir.

Ayrica egri eksenli ¢ubuklara ait galigmalarda, enerji, sonlu farklar ve sonlu
elemanlar gibi yaklasik yontemler kullamlmigtir. Bu yontemlerle eleman rijitlik
matrisinin hesaplanmasi1 ¢ok zahmetli olup, sonuglan da kagimlmaz bir gekilde
yaklagik olmaktadir.

Olay: idare eden kismi diferansiyel. denklemlere Laplace veya Fourier
dontisimleri uygulanarak zamandan bagimsiz hale getirilmektedir ve ¢oziimleri de

basitlesmektedir.



1. GIRIS Faruk Firat CALIM

Miihendislik yapilaninda, analizlerinin basitlifi nedeniyle, malzemelerin
elastik oldugu kabul edilmektedir. Gergekte, kullamilan bu malzemeler biinyesindeki
i¢ siirtiinmeden dolay: az veya ¢ok viskoelastik 6zellife sahiptir. Bu nedenle, ger¢ek
malzeme davranigim yansitmak igin elastik biinye bagmntilann yerine viskoelastik
biinye bagmntilan kullanmak daha gergekei olacaktir. Birgok aragtirmact viskoelastik
malzemelerin dinamik davramgm ¢esitli modeller kullanarak aragtirmuglardir.
Viskoelastik malzeme kullanlmasi durumunda, elastik-viskoelastik analojisi
yardimiyla Laplace wuzayinda malzeme sabitleri kompleks kargitlan ile
yerdegistirilmektedir.

1960t yillardan beri kompozit malzeme ile ilgili g¢aligmalar devam
etmektedir. Modern miihendislik yapilarinda yiiksek mukavemet, hafif malzeme gibi
ozelliklerden dolay1 kompozit g¢ubuklann davramgi ile ilgili c¢aligmalar 6nem
kazanmigtir. Kompozit malzemeler kiris, plak ve kabuk gibi yap: sistemlerinde
yaygin olarak kullanilmaktadir.

Egri eksenli gubuklann serbest titresimine ait bircok ¢alijma olmasina
ragmen zorlanmug titresim ile ilgili c¢aligmalar yeterli degildir. Viskoelastik
malzemeden yapilms dogru eksenli gubuklar, plaklar ve kabuklar gibi yap:
sistemleri yaygin olarak kullanilagelmektedir. Bununla birlikte helisel gubuklann
viskoelastik analizi ile ilgili yeterli sayida caliyma bulunmamaktadir. Bu tez
cahsmasinda, helisel g¢ubuklarin viskoelastik analizi igin etkin bir yontem
uygulanmustir.

Bu tezde, izotropik, anizotropik ve elastik, viskoelastik malzemeli egri
eksenli qubuk sistemlerin dinamik analizleri ayn ayn go6zonine alinmugtir.
Malzemenin homojen, lineer elastik ve izotropik oldugu durumlar igin zamanla
degisen yikler altinda egri eksenli uzaysal gubuklarin zorlanmug titresimi Laplace
uzayinda teorik olarak incelenmigtir. Serbest titresim, zorlanmus titregimin 6zel hali
olarak ele alinmgtir. Timoshenko kirig teorisi kullamlarak egri eksenli gubuklan
idare eden denklemler, silindirik helisel gubuklar igin tekrar diizenlenmigtir.
Formiilasyonda, cubuk ekseninin egrilifi, doénme ataleti, eksenel ve kayma
deformasyonu etkileri gozoniine alinmgtir. Laplace uzaymnda kanonik formda elde

edilen adi diferansiyel denklemler, dinamik rijitlik matrisini hesaplayabilmek igin
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tamamlayici fonksiyonlar yontemi yardmmyla sayisal olarak ¢o6ziilmektedir.
Viskoelastik malzeme durumunda, elastik-viskoelastik anolojisini kullanarak,
Laplace uzayinda malzeme sabitleri kompleks kargitlan ile yerdegistirilmektedir.
Formiilasyonda, hem elastisite modiilii hem de Poisson oraminin kompleks kargitlan
kullamimaktadir. Coziimlerde, Kelvin viskoelastik soniim modeli uygulanmgtir.

Malzemelerin izotropik veya anizotropik olmasina gére mekanik davraniglan
farklihk gosterirler. Uygulamada anizotropik malzemelerin bir¢ogu ortotropik 6zellik
sergilemektedir. Bu tezde ayrica, lineer elastik, homojen ve ortotropik malzemel,
simetrik ¢apraz elyaf takviyeli tabakadan yapilmig (cross-ply) silindirik helisel
gubuklann dinamik davraniglant da aragtinlmistir. Laplace uzayinda elde edilen
¢oziimler, Durbin’in sayisal ters Laplace donisiim yontemi kullamilarak zaman
uzaymna donigtiirilmigtiir. Sonlu elemanlar ile analizlerde ytizlerce eleman alinmasi
gerekirken, bu calhismada oOnerilen ¢oziim yontemi ile bir veya birkag elemanla
istenilen hassasiyette sonuglara ulagilabilmektedir. Degigsken katsayih adi
diferansiyel denklemler, uygun integrasyon adim aralift segilerek tamamlayict
fonksiyonlar yontemi ile Laplace uzayinda istenilen hassasiyeite kesin olarak
¢oziilebilmektedir. Bu, genel sinir gartlarina sahip problemlerin ¢oziimiinde biiyiik
kolayliklar saglayacaktir.



2. ONCEKI CALISMALAR Faruk Firat CALIM

2. ONCEKi CALISMALAR

Bu tezde lineer elastik, viskoelastik ve anizotropik cubuk malzemesi
durumlan igin silindirik helisel ¢ubuklanin dinamik davramgslan ayn ayn ele
alinmaktadir. Bu nedenle, egri eksenli gubuklara ait ¢aligmalar ii¢ ana baglk halinde

sunulacaktir.
2.1. Elastik Cubuklaria ilgili Cahsmalar

Massoud (1965), vektorel formda ince uzaysal gubuklann hareket denklemlerini
elde etmek icin D’Alembert prensibini kullanmigtir. Formiilasyonda, eksenel ve
kayma deformasyonu etkilerini gozoniine almigtir. Aynca silindirik  helisel
¢ubuklarn serbest titregimi igin skaler denklemleri vermistir.

Wittrick (1966), Timoshenko kiris teorisini kullanarak helisin diferansiyel
denklemlerini elde etmigtir. Yari sonlu yaylann dalga yayilimlarimi incelemis,
eksenel ve kayma deformasyonu etkilerini ihmal ederek yaklagik ¢oziimler vermistir.

Kiral ve Ertepinar (1974a, 1974b, 1974c¢), Timoshenko kiris teorisini kullanarak
kanonik formda uzaysal egri eksenli gubuklann serbest ve zorlanmug titresimini idare
eden denklemleri elde etmiglerdir. Serbest titregim analizini, tasima matrisi metodu
ile yapmuglardir. Zorlanmug titresim analizi igin daha etkin bir yontem kullamlmasina
ihtiya¢ oldugunu belirtmiglerdir.

Kiral ve Ural (1975), Timoshenko kirig teorisini kullanarak, Kiral ve Ertepinar
(1974a-c) caligmalannda elde edilen egri eksenli gubuklarin hareket denklemlerini
tagima matrisi metodu ve ters doniigiim igin ‘Maximum Degree of Precision’ ters
Laplace donusiim teknifini uygulayarak ¢ézmiislerdir. Bu ters doniisiim teknigi, ¢ok
kisa zaman aralifi i¢in dogru sonug vermektedir.

Mottershead (1980), statik durum igin Wittrick’in (1966) verdigi denklemleri
kullanarak, helisel yaylann dogal frekanslarim sonlu elemanlar ile hesaplamig ve
bunlan kendi deneysel sonuglan ile kargilagtirmgtir.

Pearson (1982), on yiikli dairesel kesitli silindirik helisel yaylanin davranisim
analiz etmek igin Wittrick (1966) tarafindan verilen dinamik denklemleri
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genigletmigtir. Tapima matrisi metodunu kullanarak helisel yaylarin serbest
titregimini ¢aligmugtir.

Pearson ve Wittrick (1986), helisel yaylarin serbest titregimi i¢in Bernoulli-Euler
kiri teorisine dayanan dinamik rijitlik matrisini elde etmistir. Bu galiymada helisel
yaylarin serbest titregimi igin kayma deformasyonu etkisini ihmal edilmistir.

Nagaya ve ark. (1986), daire kesitli, dairesel olmayan silindirik helisel yaylarin
serbest titresimini hem deneysel hem de egdeger tasgima matrisi metodu ile
incelemiglerdir. Sadece eksenel deformasyon etkisini g6zoniine alarak statik eleman
tagima matrisini kapali formda vermislerdir.

Lin ve Pisano (1987, 1988), degisken yiikselme agili ve yanigaph dairesel kesitli
helisel yaylarin genel dinamik denklemlerini ¢ikarmuglardir.

Tabarrok ve ark. (1988), sonlu elemanlar modeli yardimi ile tabii burulmus ve
efilmis uzaysal ¢ubuklarin serbest titregimini incelemisler ve problemin mod
deplasmanlarin1 bulmuglardur.

Haktamr (1990), Timoshenko kirig teorisi kullanarak on yiikli silindirik helisel
¢ubuklarin statik ve dinamik yiikler altindaki =davramgim incelemistir. Helisel
cubuklarin zamanla degisen yiikler altinda davramgsimi Laplace uzayinda tagima
matrisi metodu ile incelemigtir. Laplace uzayinda elde ettifi ¢oziimlerden zaman
uzayma gee¢mek igin ‘Maximum Degree of Precision’ ters Laplace doniigiim
teknifini kullanmistir. Bu donisim tekniginin ¢ok kisa zaman aralifi igin uygun
sonu¢ vermesine kargin ilerleyen zaman dilimlerinde ¢6ziimiin bozuldugu
belirtiimektedir. Bunun igin iyi bir ters Laplace doniigim teknigine ihtiyag
duyulmaktadir. Temel (1996), ¢esitli ters Laplace doniisim yoOntemlerini
kargilagtirmig ve en iyi sayisal ters doniigiim tekniginin Durbin’in modifiye edilmig
sayisal ters Laplace doniigiim teknigi oldugunu cesitli 6rnekler iizerinde gostermigtir.
Bu g¢alismada ‘Maximum Degree of Precision’ ters doniigiim teknifinin ¢ok kisa
zaman aralifinda veya bir periyotluk zaman diliminde uygun ¢o6zim verdigi
gorilmektedir.

Jiang ve ark. (1991), helisel yaylann uzama-burulma titresimini teorik olarak

incelemistir.
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Haktanir ve Kiral (1993), helisel merdivenler ve yaylann statik analizini tagima
matrisi metoduna dayali rijitlik matrisini kullanarak incelemislerdir. Formiilasyonda,
eksenel ve kayma deformasyonu etkilerini g6z6niine almiglardir.

Haktamir (1995), keyfi yiikler altinda helisel yaylann statik davramgm
incelemigtir. Tamamlayici fonksiyonlar yontemini kullanarak eleman rijitlik
matrisini elde etmistir.

Yildinm (1996), Tasima matrisi metodu yardumyla helisel yaylanin serbest
titregimini incelemigtir. Ayrica Yildinm (1999a), helisin eleman rijitlik matrisi ve
tutarh kiitle matrisi kullanarak silindirik helisel yaylarin serbest titregimini
incelemigtir.

Lee ve Thompson (2001), son zamanlarda helisel yaylarin dalga hareketini ve
serbest titresim analizi igin dinamik rijitlik formilasyonunu ¢aligmiglardir. Dinamik
rijitlik matrisi ile serbest titresim frekanslanm hesaplamak icin tagima matrisine
dayah Wittrick-Williams algoritmasim kullanmigtir.

Temel ve Calim (2003), silindirik helisel gubuklarin zamanla degigen yiikler
altinda zorlanmus titresimini Laplace uzayinda teorik olarak incelemiglerdir.
Timoshenko kirig teorisi kullanarak egri eksenli gubuklan idare eden denklemleri,
silindirik helisel gubuklar icin tekrar diizenlemiglerdir. Tabii burulmus ve egilmig
uzaysal cubuklan idare eden denklemler, Timoshenko gubuk teorisi kullanarak Kiral
ve Ertepmar (1974a-c) tarafindan daha onceki gahigmalarinda elde edilmistir. Bu
caligmada ise, davramgi idare eden denklemler silindirik helisel gubuklar igin
yeniden yazlarak tamamlayici fonksiyonlar yontemi ile Laplace uzayinda etkin bir
sekilde ¢oziilmigtir.

2.2. Viskoelastik Cubuklarla ilgili Cahsmalar

Adey ve Brebbia (1973), elastik problemin ters doniigimiinii elde etmek igin
yaklagik bir yontem kullanmislardir.
Yamada ve ark. (1974), viskoelastik cubuklarin serbest titregim frekanslanm

incelemiglerdir.
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Flugge (1975), viskoelastik cubuklarin Laplace déniisim uygulamalarm
incelemigtir.

Kiral ve ark. (1976), efri eksenli viskoelastik gubuklarin hareket denklemlerini
elde etmiglerdir. Fakat bu problemi etkin olarak ¢ozememiglerdir. Analizlerde tagima
matrisi metodunu kullanmiglardir. Ters Laplace déniigiimii igin “Maximum Degree of
Precision’ yontemini kullanmiglar, ki bu yéntem ¢ok kisa zaman aralig igin dogru
sonu¢ vermektedir.

Findley ve ark. (1976), viskoelastik kirisleri idare eden denklemleri.gézmek i¢in
miitekabiliyet prensibi ve siiperpozisyon prensibini kullanmiglardir.

Christensen (1982), Fourier doniigiimii kullanarak viskoelastik kiriglerin dinamik
davramgim incelemistir. Kompleks geometri ve biinye bagintilarinin kapal ¢6ziimii
miimkiin olmadifindan, sayisal ¢6ziim tekniklerini adapte etmistir.

Chen ve Lin (1982), viskoelastik malzeme modeli igin zamana bagli siinme
ifadesini kullanarak kiriglerin dinamik davramglarim ¢aligmiglardir.

White (1986), kuazi-statik bir problemi sonlu elemanlar yéntemiyle ¢ozebilmek
i¢in, zamana bagh terimlere sonlu farklar yaklagimm uygulayarak, Hereditary integral
tipinde biinye bagintilarini kullanmugtir.

Chen (1995), lineer viskoelastik Timoshenko kiriginin kuazi-statik ve dinamik
davramgim incelemistir. Formiilasyonda Poisson oram sabit, sadece elastisite modiilii
viskoelastik olarak alinmugtir. Normal gerilme-gekil degistirme ve kayma gerilmesi-
sekil degistirme bagintilarm aymi Prony serisine agmustir. Laplace doniigiimii
yardimiyla zaman terimini yok etmek ig¢in Hybrid metodunu kullanmug ve ortak
denklemleri sonlu elemanlar yontemi ile ¢ozmiigtiir.

Akoz ve Kadioglu (1996), Gateaux diferansiyeli kullanarak elastik dairesel
kirigler i¢in kangik sonlu elemanlar yontemini incelemislerdir. Benzer bir yaklagim
kullanarak, Ak6éz ve Kadioglu (1999), viskoelastik Timoshenko ve Euler-Bernoulli
kiriginin kuazi-statik ve dinamik davramgim gcaligmuslardir. Kadioglu ve Akoz
(1999), hem Poisson oram hem de elastisite modiiliinii viskoelastik alarak dairesel
kirislerin kuazi-statik ve dinamik davramgi igin gevgeme modiiliiniin genel formunu
incelemiglerdir. Idare eden denklem ve sir gartlanndaki zamana bagh tirevlerden

kurtulmak igin Laplace—Carson doniigimiinii kullanmiglardr.
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Kadioglu (1999), viskoelastik gubuklanin kuazi-statik ve dinamik davramslarina
ait kangik sonlu eleman formiilasyonu gelistirmigtir. Dénme ataleti ve kayma
deformasyonu etkilerini gozéniine almistir. Formiilasyonda, hem elastisite modiilii
hem de Poisson orani viskoelastiktir.

Park ve Schapery (1999), Prony serilerine dayanan lineer viskoelastik malzeme
fonksiyonlan ile modiilleri arasinda doniisiimii saglayan sayisal bir metod nermigler
ve bu metodu polimerik malzemeler igin secilen deneysel verileri kullanarak test
etmiglerdir. Schapery ve Park (1999), bir onceki ¢ahsmalaninda onerdikleri modelin
dogrulugunu sayisal 6rnekler iizerinde gostermiglerdir.

Ilyasov ve Akéz (2000), plaklarn statik ve dinamik davramsim incelemislerdir.
Viskoelastik biinye denklemlerini Boltzmann-Volterra formunda ifade etmislerdir.

Park (2001), viskoelastik sontimleyicilerin matematiksel modeli igin farkli
yaklasimlan incelemis ve diger teorik yontemlerle kiyaslamugtir.

Kim ve Kim (2001), periyodik yitk altinda tabakali kiriglerin parametrik
kararsizligint galigmuglardir. Lineer viskoelastik biinye denklemleri igin Boltzmann
siiperpozisyonu ile Hamilton prensibini kullanarak idare eden denklemleri elde
etmiglerdir.

Temel ve ark. (2003a), lineer viskoelastik malzemeden yapilmig silindirik helisel
gubuklarin kuazi-statik ve dinamik davramgiu incelemiglerdir.” Timoshenko kirig
teorisi kullanarak egri eksenli gubuklari idare eden denklemleri Laplace uzayinda
helisel gubuklar igin yeniden yazilmigtir. Problemin dinamik rijitlik matrisini Laplace
uzaynda tamamlayici fonksiyonlar yontemi yardimiyla hesaplamuglardir.

Cozumlerde Kelvin viskoelastik séniim modelini uygulamiglardir.

2.3. Kompozit Cubuklaria Iigili Cahsmalar

Chen ve Yang (1985), anizotropik tabakal kirigler i¢in sonlu elemanlar yontemi
kullanarak etkin bir ¢oziim yontemi geligtirmiglerdir. Formiilasyonda kayma
deformasyonu etkisini dahil etmislerdir.

Chandrashekhara ve Bangera (1992), tabakalh kompozit kiriglerin serbest

titresimi i¢in, yiiksek mertebe kayma deformasyonu teorisine dayali bir sonlu eleman
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modeli gelistirmislerdir. Formiilasyonda, kayma deformasyonu ve donme ataleti
terimleri gdzoniine alinmugtir.

Krishnaswamy ve ark. (1992), tabakali kompozit kiriglerin serbest titresimini
idare eden dinamik denklemleri Hamilton prensibini kullanarak gelistirmiglerdir.
Enerji formiilasyonunda ters kayma etkisi ve donme ataleti terimleri goézoniine
alinmugtir.

Qatu (1992), sig yarigapl, tabakah kompozit kiriglerin serbest ve zorlanmug
titregimi ig¢in denklem takimini sunmustur. Basit mesnetli egrisel cubuklann serbest
titresimini kesin olarak elde etmistir. Keyfi siur gartlariin yaklagik ¢oziimiini elde
etmek ig¢in Ritz metodu ve cebrik polinomlar kullanmustir. Egriligin, malzeme
ortotropisi ve tabaka sikhifimn serbest titresim frekansina etkisini gahgmgtir.

Qatu ve Elsharkawy (1993), genel simir sartlarinda, biiyikk egrilik yarigaph
tabakalh kompozit kemerlerin serbest titresimi igin kesin ¢oziimler vermislerdir.
Serbest titregim frekanslarim Ritz metodu kullanarak elde etmiglerdir.

Nabi ve Ganesan (1994), tabakah kompozit kiriglerin serbest titresimi igin birinci
mertebe teorisi kullanarak genel bir sonlu eleman geligtirmistir. ]

Abramovich ve Livshits (1994), Timoshenko kiris teorisi kullanarak simetrik
olmayan capraz elyaf takviyeli tabakadan yapims kompozit Kkiriglerin serbest
titregimini  ¢aligmglardir. Donme ataleti ve kayma deformasyonu etkisi
formilasyonda g6z6niine alnmustir.

Rao ve Ganesan (1997), sonlu eleman modeli kullanarak degisken kompozit
kiriglerin harmonik davranigim aragtirmiglardir.

Yildinm ve ark. (1999a, 1999b), Bernoulli-Euler ve Timoshenko kirig teorisi
kullanarak dizlemi iginde ve diizlemine dik simetrik ¢apraz elyaf takviyeli tabakadan
yapilmug kirislerin serbest titregimini tagima matrisi yardimiyla incelemisglerdir.

Yildinm ve ark. (1999c), Yildinm ve Sancaktar (2000), Timoshenko kirig teorisi
kullanarak simetrik capraz elyaf takviyeli tabakadan yapilmug silindirik helisel
gubuklarin serbest titresimini Tagima Matrisi yardimiyla incelemiglerdir.

Yildim (1999b), Timoshenko kirig teorisi kullanarak 6n burulmali elastik

uzaysal ¢ubuklarn 1st etkisi altindaki titresim davramgimi teorik olarak incelemigtir.
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Formiilasyonda, malzeme anizotropisi, ¢ubuk egrilii, dénme ataleti, eksenel ve
kayma deformasyonu etkilerini gézéniine almugtir,

Yildinm (1999c), ¢apraz elyaf takviyeli tabakadan yapilmus silindirik helisel
¢ubuklarin serbest titresimini teorik olarak incelemistir. Matematiksel modelde
birinci mertebe teorisini uygulamugtir.

Ince (2000), tabakali kompozit diizlemsel egri eksenli gubuklarin diizlem igi ve
dizleme dik serbest titresim analizini, tasima matrisi metodu ile teorik olarak
incelemistir. Formilasyonda, donme ataleti, eksenel ve kayma deformasyonu
etkilerini g6zontine almugtir. Cubuk kesitinin ¢ubuk ekseni boyunca degigken olmast
halini gozoniine alarak, boyutsuz serbest titresim frekanslanm grafik formda
sunmustur.

Yidinm (2001), tek eksenli kompozit silindirik helisel gubuklarin serbest
titresim problemini teorik olarak modellemistir. Formiilasyonda, dénme ataleti,
kayma ve eksenel deformasyonu etkilerini go6zoniine almigtir. Anizotropik
malzemeden yapimug silindirik helisel c¢ubuklarin serbest titresimini idare eden
diferansiyel denklemleri tagima matrisi metodu yardim ile ¢6zmiigtiir.

Tabakali kompozit malzemeden yapilmig helisel gubuklarin serbest titresimine
ait bircok ¢alisma olmasina ragmen zamanla degisen yiikler altinda zorlanmig
titregimi ile ilgili caligmaya rastlanmamgtir. Kompozit malzemeli helisel gubuklarin
zamanla defisen yiikler altindaki dinamik davramsi Laplace uzayinda tamamlayict
fonksiyonlar yontemi ile yapilmgtir.

10
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3. UZAYSAL EGRi EKSENLI CUBUK SiSTEMLER

3.1. Cubuk Geometrisi

Tabii olarak egilmig ve burulmus uzaysal bir gubuk g6zéniine alalim. Cubuk
ekseni, geometrik merkezi G’nin yériingesi olarak tammlanir ve eksen iizerinde keyfi
olarak secilen s=0 noktasindan olgiilen, t=0 amindaki durum vektorii r°=r°(s, 0)
olarak verilir (Sekil 3.1a). Egri eksenli gubuklarda, eksene bagli hareketli bir
koordinat takiminin segilmesi, problemin tamimlanmasinda biyiik kolayliklar
saglamaktadir. Herhangi bir t aminda, gubuk ekseninin orijininde t, m, b birim

vektorleri olarak tanimlanan bir hareketli koordinat takimi segilmigtir.

_or'Gsy
Os

t 3.1
Burada t, n ve b sirasiyla teget, normal ve binormal birim vektorleri olarak
adlandiriimaktadir. t artan s yoniinde, n teget birim vektore dik ve yoni egrilik
merkezine dogrudur. Binormal birim vektor b= txn olup, t ve n birim vektorlerinin

olusturduklan diizleme diktir.

Sekil 3.1. Cubuk geometrisi

11
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Bu sekilde tarif edilen t, n, b birim vektérlerinin tegkil ettigi takim ség el
kurali ile temsil edilir ve aralarinda Frenet formiilleri denilen tiirevsel bagintilar
mevcuttur (Sokolnikoff ve Redheffer, 1958).

ot on ob

—=9yn, —=1b—-ygt, —=—n 3.2
0s 0s x 0s (3-2)
Burada, y ve 1, sirastyla eksenin egrilii ve tabii burulmasidir. %, egrilik daima
pozitiftir. T ise, artan s yoniinde egri lizerindeki n, b normal diizlemi t ekseni
etrafinda pozitif yonde donerse pozitif, aksi halde negatif olmaktadir. % ve t ifadeleri

yer vektori r’(s, t) nin tiirevleri cinsinden asagidaki gibi yazilabilmektedir.

or’® or° x63r°
2 3
y Os 652 Os 3.3)
X

e

ds?

x:

Diizlemsel gubuklar i¢in =0 ve dogru eksenli ¢ubuklar igin x=1=0 ahnmaktadir.
Kesitin tabii burulmasim gézéniine almak i¢in, x, ekseni kesitin t dogrultusu

ve X,,X, Kkesitin asal eksenleri olmak uzere, ikinci bir dik takim (x,, x,,x;)

secilmektedir (Sekil 3.1b). i, i ve i, birim vektorleri sirastyla x,, X3 ve x3 eksenleri

izerinde tammlanmaktadir. (Sekil 3.1b)’den (3.4) ifadesi yazilabilir.

t=i , n=i,cos0-i,sinO, b=i,sin0+i, cosd (3.4)

(3.2) ve (3.4) denklemleri yardim ile i, i, , i; birim vektorleri arasindaki

diferansiyel bagntilar

oi . . :

=L =31y —%2i3 ‘ (3.52)

Js ,

oi . .

_6_2 =13 — A3ip (3.5b)
S

Oi . .

6_3= X2l — %12 (3.5¢)
S

12
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olup, kapal olarak

oi . .
a—:=epjk Aij (@) k=1,2,3) (3.6)

seklinde yazilabilir. Burada

n=t-30 %y =x8in8 , x3=xCos (3.7)

bagintilar1 olup, €p permiitasyon tansérleridir. Cubuk dogru eksenli (x=1=0)

olsa bile, tabii burulma ile ilgili x; terimi sifirdan farkli olmaktadir. Tor demiri ve

perfarator bigaklannda durum boyledir.
3.2. Geometrik Uygunluk Denklemleri ve Sekil Degistirme Tansorii

Cubuk ekseni tizerinde herhangi bir s noktasinda yer degistirme U°(s, t) ve
kesitin G agirhk merkezinden gegen eksen etrafindaki donme Q°(s, t) vektorleri ile
gosterilmektedir. Ayrica, ¢ubuk ekseni iizerinde birim boyun rélatif uzamasi y°(s, t)
ve rolatif donmesi ©°(s, t) vektorleri ile tarif edilmektedir. Geometrik uygunluk
denklemleri (3.8) esitlikleri ile verilmektedir (Inan, 1966).
o 0U° @° = oQ°

= +txQ°,
i os 8 os

(3.8)

Deformasyonlann ¢ok kiigiik olduklar kabulii ile, (3.8) denkleminde verilen

vektorel uygunluk denklemleri, asagidaki gibi xj, x5, x3 dik koordinat takiminda

skaler formda tekrar diizenlenebilir (Kiral ve Ertepinar, 1974a).

(4] aU? 0 Q

=7 -x3U2 +%2 U3 (3.9a)
ou’

13 =Z 2+ 0P - U3 -8 (3.9b)

13
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ous
¥§ = a: +x1 U3 %2 UT + Q5
o 008 o
o] = ~%382 +%2€23
s
o 008 o
02 =— =+ a3 -0
008
@f = 83 +x1 €8 — %2

(3.9¢)

(3.9d)

(3.9¢)

(3.9D

Kesitin herhangi bir noktasindaki sekil degistirme tansérii e,,,, bu noktay:

icine alan kesitin geometrik merkezinin rolatif birim uzamast Y°(s, t) ve rélatif birim

donmesi ®°(s, t) cinsinden yaklagik olarak elde edilebilir (Kiral ve Ertepinar, 1974a).

Burada kesit garpilmasmin etkisi ihmal edilmektedir.

(s) Q [0}
€11 = Y1 ~X203 +X30)

1 o 0
€12 =€3] =5(72 —X30])

1, o 0
€13 = €3] =5(73 +Xp07)
ey =e33=e3=¢e33 =0

3.3. Hareket Denklemleri

(3.10a)
(3.10b)

(3.10¢)
(3.10d)

T(s, t) ile t amnda s noktasindaki kesite etkiyen i¢ kuvvetlerin vektorel

toplami ve M(s, t) ile bunlann agirhk merkezi olan G noktasina indirgendikleri

zaman elde edilen kuvvet ¢ifti olarak gosterilsin. Cubuk ekseninin birim boyuna

etkiyen yayili dig kuvvet p™(s, t) ve yayil moment m®(s, t) olsun. Yer ve sekil

degistirmelerin ¢ok kiigiik oldugu kabulii ile hareket denklemleri (Kiral ve Ertepinar,

1974c):

oT°
o0s

14

T, @ _ g 6;: +ExT +mE = m®

(3.11)
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seklinde verilmektedir. p™ ve m™ cubuk ekseninin birim uzunlugundaki kiitlesel
atalet kuvveti ve kiitlesel atalet momentidir. Kesit carpilmasimin ihmal edildigi veya

kesitin ¢ift simetriye sahip oldugu durumlar i¢in x,, x,,x, dik koordinat takiminda
(in)

p™ ve m®™ vektorlerinin bilesenleri
2110 200
@) __ 407U m{® o . _
p; —pPA—F-, =—pl; i=1,2,3) 3.12
' ot? ot )

seklinde yazilmaktadir. Burada, p kiitlesel yogunlugu, A kesit alamm, I; ise x;
eksenlerine gore atalet momentlerini gostermektedir.

(3.12) egsitlikleri (3.11) ifadesinde yerlerine konuldugunda ve (3.6) denklemi
yardimiyla, x; koordinat takiminda skaler formdaki hareket denklemleri

DT azul

- +4.TO TO _ p(ex) 3.13a

3s PA o2 X312 %213 —pg ( )
OTS o2U$
=2 =pA 22 +x1T§——x3Tf’—p(2°x) (3.13b)
os ot
6T§’ 62U3 (ex)

- =pA +%2 T 01 T3 —p3 (3.13¢0)

8 ot2

oMY 920f

asl =pLi——-+%3 M3 —x, M3 ~ (ex) (3.13d)
M3 8203

652 =ply ==L +x M3 —x3 M +T§ -m{™ (3.13¢)
OMS$ 8208

S =p +x2 M$ — 3y M3 — T —m ) (3.139)

seklinde agik olarak yazilmaktadr.

3.4. Elastik Biinye Denklemleri

Cubuk malzemesinin homojen, lineer elastik ve izotrop oldugu kabuli ile

elastik biinye denklemleri Hooke kanununa gore

15
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1+v \Y
eij =—E—‘Gij—EGkk 8ii (314)
veya
Gjj = Aeyk Oj +2Geij (3.15)

seklinde yazilabilir (Boley ve Weiner, 1966). Burada, A Lamé sabiti, v Poisson orani,

E elastisite modili, G kayma modili olup, & ise birim matrisin bilesenlerini

gostermektedir. Klasik ¢ubuk teorilerinden

G2 =033 =0 (3.16)

oldugu kabul edilmektedir (Sokolnikoff, 1956). Bu kabuller altinda, (3.14) ifadesinde

belirtilen gerilme-gekil degigtirme tansorleri arasinda

o1y =Eeyy, 013 =2Gey; , 013 =2Ge3 , 633=0 (3.17)

bagntilan elde edilmektedir.

Sekil 3.2. Cubuk kesiti iizerindeki kiigiik eleman

T(s, t) ile s noktasindaki kesite etkiyen i¢ kuvvetlerin vektorel bileskesi ve

M(s, t) ile bu kuvvetlerin G agirlik merkezine indirgendikleri zaman elde edilen

16
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moment olarak tarif edilmektedir. Bu tariflere gore, T(s, t) ve M(s, t) vektorlerinin

X1, X3, X3 eksenleri iizerindeki bilegenleri

T = J' oy dA (=1,2,3) (3.18)
A

M, = J' (%5013 — X3 619 )dA (3.19a)
A

M, = J'x3 o1 dA (3.19b)
A

M = ~jx2 o11dA (3.19¢)

A

integralleri ile hesaplanmaktadir (Sekil 3.2). Kesit carpilmasinin ihmal edildigi
kabulii ile, (3.10) ve (3.17-3.19) esitliklerinden biinye denklemleri

Ty =EAY} , T, =GAY! (i=2,3) (3.20)
M, =GLof , M; =ELj0 (i=2,3) (3.21)

olarak elde edilmektedir. Cubuk kesitinin kayma merkezi ile geometrik merkezinin
cakighgl, kesit carpimasmn ihmal edildifi ve ¢ubuk malzemesinin homojen,
izotropik ve lineer elastik oldugu kabulleri altinda, rolatif birim uzama y°(s, t) ve
rolatif birim donme ©°(s, t) ile T(s, t) ve M(s, t) arasinda agagidaki biinye
denklemlerini yazmak miimkiindir.

T = A;j7?, M{ =Djf (,j=1,2,3) (3.22)

Burada Aj; kesitin uzama rijitligini, A2; ve As; de kayma rijitliklerini, Dy, ise kesitin

burulma rijitligini, D2, ve D33 de egilme rijitliklerini gostermektedir.

EA 0 0 G, 0 O
[A]l={ 0 GAl, o |,[D]=| 0 EL o© (3.23)
0 0 GAlos 0 0 EL
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Burada A kesit alan, E ve G elastik sabitler, oz ve a; kayma diizeltme faktorleridir.
[A] ve [D] matrisleri, gubuk malzemesi ve kesit geometrisine bagh olup, Y°(s, t) ve
o°(s, t) degiskenlerinden bagimsizdir.

Geometrik uygunluk denklemleri (3.8), biinye denklemleri (3.22) ve (3.11)
hareket denklemlerini birlikte kullanarak xj, x5, x3 koordinat takimmnda egri eksenli

uzaysal gubuklanin hareketini idare eden diferansiyel denklemler skaler formda ifade
edilmektedir.

ou? il

=3 U —xp U§ +—1- 3.24a
55 *3U27%2U3 Am ( )
0 0
O3 — 3 U+, UG + 0 + -2 (3.24b)
Os Ap
4] TO
oU; _ =—x U+, U -0 + = (3.24¢)
ds As;
o0 My
L=y308 -1, 08 +—L (3:24d)
s Dll
(o] (4]
0% O 43y O + 2 (3.24¢)
os D22
(¢} Q
00 09 +x, Q0 + 03 (3.240)
Os D33
OT? o2U?
L=pAS Sl 4y T — 4, T9 - i) (3.24g)
0s ot
oty o2U$ 0 0 (ex)
—5A oy T — v TO — 3.24h)
s PAT2 Ty X3l —p (
T o2U3 :
o3 _pA 3y T - T8 - p§ (3.24i)
0s ot?
0 aZQO .
oM _ pL 21 +x3 M3~y M3 ~ m{ex) (3.24))
0s ot
) 2
OM3 =pl, 9 Q2 +yM§ —3 M} +T° m{) (3.24k)
os ot2
M3 5203
aa: =ph—2 3 4 yaMP —x M3 -8 ~m{) (3.24))
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Kesitin kayma merkezi ile agirhik merkezinin st dste distagi ve kesit

carpilmasimn ihmal edildigi kabul edilirse n, b eksenleri asal eksenler olmaktadir.

Bu kabullere gore 8 =0 olup %3 =1, X2 =0 ve Y3 =7 olmaktadir. Egri eksenli

cubuklarin davramgsim idare eden diferansiyel denklemler t, n, b hareketli eksen

takiminda soyle yazilabilmektedir.

oU; 1
— = U, +—=—T,
s X¥n EA ¢
oU, o
=—xU; +tUp + Qp + 2T,
s AU b b GA "
—a—qLZ—TU '—Q + Tb
Os GA
os GIt
0Q, 1
=94 Q; +1Qy +—M
s A4 T T3 EIl, n
Q_gl_b——_tg +__1__Mb
s El,
ot _ pAa U1+XT ~ple®)
Os o2
aTn aZU (ex)
=B AR 41T, T; -
s p ot ) b X1t Pn
0Ty 6 Ub (ex)
—= -1T,
aS p a 2 n pb
aMt aZQt (ex)
=pl +xM, -m
Os pl atz AMp t
2
aanpInaQ"+‘rMb —xM, + T, -m&
0s at
oMy, 20

b _ M, - T, - m{,ex)

at?

os
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4. SILINDIRIK HELISEL CUBUKLARIN SERBEST VE ZORLANMIS
TITRESIMI

Serbest titresim, zorlanmug titresimin 6zel hali olarak ele alinacaktir. Bu
yiizden zorlanmug titregim hali 6nce sunulacaktir.

4.1. Silindirik Helisel Cubuklarin Zorlanmis Titresimi

Bu béliimde silindirik helisel gubuklar, egri eksenli uzaysal gubuklarin 6zel

hali olarak ele alinmugtir. Taban dairesi iizerinde Olgillen ¢ agist parametre olarak

secilmektedir. Buna gore helisin parametrik denklemleri

x=acos¢, y=asing, z=h¢ 4.1)

bagntilan ile ifade edilmektedir. Burada ¢, helisi gevreleyen silindirin taban dairesi

iizerinde x-ekseninden itibaren olgiilmektedir.

Sekil 4.1. Silindirik helis geometrisi
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Birim radyan devir yaptiktan sonraki yiikselme miktan h, tam bir devir yaptiktan

sonra yiikselme miktan ise H ile gosterilmektedir.

h=— (4.2)

2xa

Sekil 4.2. Helisin yiikselme agisi

Silindir yiizeyi acgilacak olursa, helis bu diizlemde bir dogru olarak
goriilecektir. Sekil 4.2 de gosterilen bu dogrunun taban ¢izgisine gore egimine aym

zamanda helisin x, y diizlemine gére egimi de denir ve

tga :—H——=h (4.3)
a

ile gosterilir. Aym agi igin:

SincL:h , Cosa=2 , c=vaZ+h? “4.4)

C C

yazilabilecegi gorilir. Burada, o ve a sirasiyla helisin yiltkselme agis1 ve helisin

sanldigs silindirin yangapidir. Helisin uzunluk elemam (4.1) ifadesinden

ds =Jdx? + dy? + dz? =/a? + h2dg = cdd 4.5)
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olmaktadir. i, j, k ile x, y, z eksenleri dogrultusunda segilen sabit birim vektorleri

gosterilirse, helisin parametrik denklemi yardimu ile yer vektorii

r=xi+yj+zk=aCos¢i+aSindj+hok (4.6)

seklinde ifade edilmektedir. (3.1) ve (4.5) ifadeleri yardimuyla teget birim vektor,

¢ ort) —2Gingi+2Cospj+ 1k 4.7)
s c c c

olup (3.2) Frenet formiilleri yardimiyla normal ve binormal birim vektérleri
n=-Cos¢pi—Sindj 4.8)
b="sin¢i-Lcosoj+ 2k (4.9)
c c c

elde edilmektedir. Hareketli koordinat takimu t, m, b ile ortak koordinat takim i, j, k
arasinda agagidaki iligki vardir (Sekil 4.1).

V| [-(a/c)Sing (alc)Cosd (We)l(V;
V3o =BV} » {Vap=| —Cosé —Sin¢ 0 {V;b (410
Vb (b/c)Sinp —(b/c)Cosd (alc) || Vi

Burada V; , V;, Vi ortak koordinat takiminda V; , V, , V, ise hareketli koordinat
takiminda herhangi bir vektoriin bilegenleridir. Helisin egriligi ve tabii burulmasi ise

1 a a .

% =—=—=—5—7 =sabit 4.11)
p 02 a2+h2

t=%= 2h 2——-sabit (4.12)
c a“+h

seklinde yazlabilir. (3.2) Frenet formiilleri, (4.11) ve (4.12) ifadelerindeki y ve

t’nun aldif1 degerlere gore diizenlenirse

ot a on h a ob h
_— -—:——-b———t’ —=—7=N 4.13
s 2 os 2. 2 8s 2 *13)
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halini almaktadir. (4.5) ifadesinden yararlanlarak d¢ degiskeni cinsinden (4.13)
ifadesi agagidaki hali alir.
ot _a on_h  a ob _ h

ot_a on _h, a _a 14
0 . 0o cb ct > 0 cn (4.14)

Zamana bagh bir f{t) fonksiyonunun Laplace doéniigimii, t>0

igin, L[f(t)] = F(2) ise,
F(2)= j £(t)e 21t (4.15)
0

seklinde tammlanmaktadir. Burada z,  Laplace doniigim parametresini
gostermektedir. Zamana gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerin Laplace
déniigimleri kapal olarak

LIf()]= 2F@)-£(0) (4.16a)
L= 22 F(z) - 280) - (0) (4.16b)
seklinde yapilmaktadir.

Kesit biyiikliikleri ve dig yiikler, ¢ sabiti ve kesitin n eksenine gbre egilme
rijitlifine bagh olarak boyutsuzlagtinimaktadir. Laplace uzayindaki boyutsuzlagtirma
parametreleri (4.17) ile tarif edilmektedir.

Ui = —U? » ﬁi = Q? (4]73')
C
T _iT.o M. = —M? (4.17b)
‘"B, 'Y EL, '
03 o C2 0
Pi=—np , M =——mj i=t,n,b 4.17c
Pi EIL, Pi i El, i ( ) ( )
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Hareketli koordinat takiminda elde edilen (3.25) denklemlerinin (4.16)
tarifleri yardimyla Laplace doniigiimii ahnir ve kesit biyiiklikleri (4.17a-c) tarifleri
ile boyutsuzlagtinlirsa, kismi diferansiyel denklemler doéniigmis uzayda adi
diferansiyel denklem takimi haline doniigmektedir. Boylece, Laplace uzayinda
silindirik helisel g¢ubuklanin dinamik davramgmm idare eden adi diferansiyel
denklemler kanonik formda agafidaki gekilde elde edilmektedir:

dI_Jt a— I
—=—U, T 4.18a
d(l) c A 2t ( )
dU, a — ay Bl =

=—U;+—Up+Qp +—2—LT 4.18b
dp o e et ()
dﬁb h— abEI —
—b_-_"0, -Q,+ 0T, (4.18¢)
6 ¢ ™ T GA? °
dQ, a El
adinl SN o Y M | Y 4.18d
dQ, a~ h-~ —

=——0 +—Qp +M 4.18e
dd) 3 t e b n ( )
dQ, h~ I,
—b_-__—Q +0M 4.18
d6 ¢ "y ° (4.180)
dT, pActZ?— am =

= U; +-T,+B 4.18
do El, the ™ 7 ( &)
dTy _ pActz? U, -2T, +1’-Tb +B; (4.18h)
dé EI, c c
dT, pAc z? h .

U ———T + B (4.181)
d¢  EIL, ° ?
th pItC Z .
Q, +— M +B (4.18))

a6 EL, t 10
dM,, pczzzg +T ——M +hM +B (4.18k)
dMy prc 22~ = hee =

= Qr-T,——M_+B 4.181
dd) EIn b n c n 12 ( )
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Zorlanmug titresim durumu igin, zamana bagh Y(¢, t) durum vektorii
Yo)={02 U B of 93 o T, T T ME M MBJ 1)
olarak tammlanmaktadir. (4.19) vektoriiniin zamana gore Laplace doniigiimii

LIY(6.0]=Y¢.2) (4.20)
olup burada Laplace doniisiim parametresi z kompleks bir sayidir. Laplace uzayinda
elde edilen birinci mertebeden 12 adet adi diferansiyel denklem takimi matris

notasyonunda agagidaki gibi ifade edilebilir.

%j:’z) = F(,2)Y(,2)+ B(9,2) 4.21)

F(¢,z) katsayilar matrisinin bazi elemanlarinda bulunan ikinci tirev ifadelerinin

zamana gore Laplace donigiimleri alinirsa

B 2+ 10 o

4 pAQa%L] _ pA[zzﬁ"k — ZU($,0) ——521;(;&)1} k=tnb) (422
[~ 2 ~o o

11 25 } _ pIk[zzﬁﬁ ~204(6,0) —9‘2‘%“’—‘9} (=tnb)  (422)

olur. (4.22a-b) esitliginin sag tarafindaki ikinci ve tgiincii terimler t=0 aminda verilen

baslangi¢ sartlandir. B($,z) kolon matrisinin elemanlarn (4.23) denkleminde

verilmigtir.
Bi(¢,2)=0 (=1, 2,...,6)
B+ {0,2) = —(p‘l((ex))— p A[sz((d), 0)+ ——6U(1;a(t¢’ 0)} G=1,2,3) (4.23)

By.j(62) =—mS)- plk[zam, 0+ 200 0)} (k=1,n,b)
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(4.22) ifadesinde gorillen baslangic sartlan, B(¢,z) vyik vektorine dahil
edilmektedir.

4.2. Silindirik Helisel Cubuklarin Serbest Titresimi

Serbest titresim, zorlanmug titregimin 6zel hali olarak incelenmistir. Serbest
titresim analizi igin, pi(ex) =0ve mi(ex) =0 (i= t, n, b) alinmaktadir. Harmonik

titregim kabulii ile U°, Q°, T° ve M° vektérleri asagida verilmektedir.

U@, = U'@e""
Q°(p,1) = Q' (9) " (4.24)
TO(6,1) = T ()

M9, )= M (@)

(4.24) ifadeleri (3.8) ve (3.11) denkleminde yerlerine konuldugunda, birinci
mertebeden 12 adet adi diferansiyel denklem takimu elde edilir. Eger, genellestirilmis

* *

deplasmanlar U:, Up, U;, Q:, Qn, Q:; ve bunlara kargilik gelen kuvvetler

T, To, Ty, M,, My, My, Y'@) kolon matrisinin bilesenleri olarak

dustiniiliirse, bu 12 adet denklem matris formunda agagidaki sekilde yazilabilir.

R = Fea)Y @) (4:25)

Serbest titresim durumunda, sistem dinamik rijitlik matrisinin determinantim
sifir yapan ® degerleri problemin dogal frekanslanm vermektedir. Dinamik rijitlik
matrisi, 5. bolimde anlatildifi gibi, tamamlayici fonksiyonlar yontemi ile elde

edilecektir,
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5. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU

Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi (TFY), baslangig sartlan yardim ile
degisken katsaylh adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine dayanmaktadir. Bu
yontem ile simir defer problemi baglangi¢ deger problemine indirgenmektedir. Mengi
(1989); Haktamr ve Kiral (1991), tamamlayici fonksiyonlar yéntemini diizlemsel
gubuklarin statifine dogrudan uygulamuglardir. Haktanmir (1995) ve Calm (1996),
eleman rijitlik ve yiik vektorlerini TFY ile elde ederek helisel gubuklann statik
analizini yapmuglardir. Bu g¢aligmalarin hepsinde TFY’ne dayali baglangic deger
problemlerinin ¢6ziimii igin doérdiincii mertebe Runge-Kutta metodu (RK4)
kullanilmugtir. Statik yiikleme durumlan igin literatiirde verilen bu y6ntem, bu tezde
Laplace uzayinda dinamik yiikleme durumu ic¢in modifiye edilerek kullamlmugtir.
Bununla beraber, baglangic defer probleminin ¢oziimii igin Butcher’in besinci
mertebe Runge-Kutta (RKS5) algoritmast (Chapra ve Canale, 1998) (Ek-A’ya
bakimz) adapte edilerek ¢ok daha etkin ¢oziimler elde edilmistir. Tamamlayici
fonksiyonlar yontemi bilgisayar ile programlamaya ¢ok miisait olup, genel simr
sartlarina sahip fiziksel problemlerin ¢6ziimiinde biiyiik kolayhklar saglamaktadir.
Bu yonteme dayah ¢oziim yapmamn diger bir avantaji da, degisken kesit ve
geometriye sahip problemlerin ¢oziilebilmesidir. Uygun integrasyon adim arahif
secilerek,  diferansiyel denklemler istenilen  hassasiyette kesin  olarak
¢oziilebilmektedir (Temel ve ark., 2003b).

5.1. Diferansiyel Denklemlerin Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yéntemi ile Coziimii
Sabit katsayli 12 adet (4.18a-1) diferansiyel denklemleri Laplace uzayinda
elde edilmistir. Bu denklemlerin herbiri yere go6re birinci mertebe tiirevler

icermektedir. Laplace uzayinda elde edilen adi diferansiyel denklem takimi matris

notasyonunda

E(S%Z)=F(¢,z)?(¢.z)+§(¢,z) (5.1)
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seklinde verilmis olsun. Burada, z Laplace doniigiim parametresi olup (5.1)
denkleminin ¢6ziimii ardagik z parametreleri igin yapilacaktir. ¢ bagimsiz degisken,
?(4),2) bilinmeyen bagimh degiskenleri igeren kolon matrisi, F(d), z) bagimh
degiskenlerin katsayilar kare matrisi ve §(¢,z) Laplace dénigiimiindeki baglangig
sartlarin1 da igeren sabitler vektorudiir.

Coézim igin gerekli olan 12 adet siur sartindan 6 adedi ¢oziim bolgesi

baglangicinda (¢ =a )

bjj Yj(a)=oy (=1,2,.....6) (5.2)

ve geri kalan 6 adeti ise ¢6ziim bolgesi sonunda (¢ =b)

dij Y;(b)=B; (=1,2,.....6) (5.3)

seklinde verilmi§ olsun. Goriildiigii gibi problemin simr sartlari, bilinmeyen V(d),z)
vektoriniin (¢ =a) ve (¢ =b) noktalanindaki bilesenlerinin lineer kombinasyonlan
olarak da ifade edilebilmektedir.

Tamamlayict fonksiyonlar yontemi, problemin siur sartlarindan bagimsiz
olarak (5.1) denkleminin homojen ve 6zel ¢ézimlerinin, tamamen ¢6ziim bolgesi
baslangicinda (p=a) belirlenen standart siir sartlan ile bulunmasi esasina

dayanmaktadir. (5.1) denkleminin genel ¢oziimii
— 12 —
Y(6,2)= >Cr ﬁ(m)(¢,z))+ V(6.2) (5.4)

seklinde olsun. (5.4) ifadesinde, ﬁ(m)(¢,z), verilen sinir sartlarindan m. homojen
siir gartina ait homojen ¢oziimii, V(¢,z) ise homojen olmayan smir sartlan ile elde

edilen 6zel ¢ozimi gostermektedir. Burada C,, integrasyon sabitleri, (é=a) ve §

O *1\\’
P \*
28 Sy
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(¢=0b) noktalarinda verilmis olan problemin gergek smr sartlarndan elde

edilecektir. 12 adet standart sinir sart: ile elde edilen homojen ¢éziimler,

[ﬁ(¢'z)]l2x12 - {“J(l)(db’ Z)12x1' """"""" '-I_J(lz)@)' Z)12><1}12><12 (5’5)

kare matrisi ile gosterilmektedir. Boylece (5.4) denkleminin genel ¢oziimii
Y(6.2)=T($,2)C+V($.2) (5.6)
formunda ifade edilebilir.

5.2. Homojen Coziimiin Elde Edilmesi

(5.1) denkleminin homojen hali
ﬂﬁ}“’—'z—) “F(6,2T™0,2)  (m=1,2,.....,12) (5.7)

seklinde olsun. (5.7) denkleminin 12 adet farkh sir sart1 igin 12 kere ¢6ziilmesi
gerekmektedir. Boylece 12x12 adetlik ¢oziim elde edilir.

Burada ﬁ(m)((b, Z), ¢Oziim bolgesi baglangicinda bilinmeyen vektériin m.

elemanina 1, digerlerine sifir degeri verilerek elde edilen ¢6ziimii géstermektedir.

Ui(a)=1, Up(a)=0,cecrrremerrrrrrmrrrenees JU1,(@)=0
ﬁl(a) =0, ﬁz(a) =1, I—J3(a)= 0,........ ..,ﬁlz(a) =0

(5.8)
Ug(2)=0,eerreeereerrerrann, Un(@)=0, Uppa)=1
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(5.5) ifadesinde tarif edilen ve bu sgekilde elde edilmis olan [U] kare

matrisinin  ¢oziim  bolgesindeki baglangic degerleri birim matrise kargilik

gelmektedir.

[0@))=[] (5.9)
5.3. Ozel Céziimiin Elde Edilmesi

(5.1) denkleminin homojen olmayan hali

dv(9,2) _

pr F(0,2)V($,2)+ B(0,2) (5.10)

seklinde olsun. Bu denklemin ¢6ziim bélgesi baglangic igin kabul edilen,

V(a)=0 (5.11)

sinur sartlan ile bir defa ¢oziilmesi yeterlidir.
5.4. Smir Sartlarindan C,, Integrasyon Sabitlerinin Elde Edilmesi

(5.4) genel ¢oziimiinde yeralan C,, integrasyon sabitleri, problemin ger¢ek

siir sartlanndan elde edilecektir. (¢ =a) noktasinda verilmis olan 6 adet sir

sartimn bulundugu (5.2) ifadesinde, Vj(a) ¢oziimleri yerine konursa,

12 12 _ —
) bij[ Y Cn Ugm)(a)+ \7 (a)) = (5.12)
1 \m=l
elde edilir. Burada,
__ 12 — —
Yi()= 2 Cn U{a)+ Vi) (5.13)
m=

olup 6zel ¢6ziimiin bulunmasinda kullanilan sinir gartlan
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Vi(a)=0 G=1,2,........ , 12) (5.14)

(5.12) ifadesinde yerine konursa

12
25imCm =q4 (=1, 2,.....,6) (5.15)

m=1

elde edilir. (5.15), 12 adet C,, integrasyon sabitinin elde edilmesi igin 6 adet lineer
denklem takimi sunmaktadir. Gerekli olan diger 6 adet denklem (¢ = b) noktasindaki

siir gartlanindan elde edilecektir. Yukandaki gibi, bu kez de (¢ =b) noktasindaki

¢Oziimler (5.3) ifadesinde yerine konulursa

> dg[ > Cn0 ™)+ V; (b)] (5.16)
j=1 m=}
veya
12 __
{z d,JU(‘“)(b)} - 3 d4Vi(b) (5.17)
m—l j=1 J=1
elde edilir. Burada
Pim = Z duU m)(b) (5.18)
o
ve
k; =B; _,Z di;Vj(b) (5.19)

tarifleri yapilirsa, (5.17) denklemi

12
¥ PinCrm =k; @(i=1,2,.....6) (5.20)

m=]
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seklinde diizenlenerek gerekli olan 6 adet lineer denklem de elde edilir. (5.15) ve
(5.20) esitlikleri birlikte matris formunda,

By; Byp o . . L Bl,lz-”cl\ 'ocl\
B21 B22 e e e e e e e Bz’]z C2 a9y
C3 0
C4 oy
Cs| (a5
B61 B62 e e e e e e e B6,12JC6 =<(1.6> (521)
Pi Pp - o oo B G K '
Py P . . . . .. ... PGy ks
Co| |k3
Cio| |ka
Cul |ks
_P6l Pep . . . . . P6,12JLC12, K6 |
veya kapali formda
[aAfic}=1o} (5:22)

olarak yazlabilmektedir. (5.21) esitlifinde C,, integrasyon sabitleri hesaplamp (5.4)
denkleminde yerine konularak genel ¢oziim yapilabilmektedir.

Y62)= 2Cn (060} V6.) (523)

Boylece (5.23) denkleminin genel ¢6ziimiinden ¢dziim bolgesi iizerinde istenilen
herhangi bir noktadaki bagimh degiskenlerin degerleri kolaylikla hesaplanabilir.

Buraya kadar anlatilanlar bir problemin tamamlayici fonksiyonlar yontemi ile
dogrudan ¢dziimii igin yapilmigtir. Bu genel formiilasyondan yararlanilarak eleman
dinamik rijitlik matrisi elde edilecektir. Bu durum, genel siur sartlarina sahip

problemlerin ¢6ziimiinde biiyiik kolayhklar saglayacaktir.
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5.5. Eleman Dinamik Rijitlik Matrisinin Elde Edilmesi

(5.1) denklem takimimin homojen ve 6zel ¢dziimleri bir onceki kisimda
anlatiddify sekilde yapilmaktadir. Eleman dinamik rjitlik matrisini hesaplamak igin,
Cw integrasyon sabitleri elde edilirken, problemin ger¢ek sinir sartlan yerine ¢6zim
bolgesinin $=0 ve ¢=L noktalanindaki smur sartlan olarak U; ve Q; (i=t, n, b)
buytklikleri sirastyla birim deplasman alinmaktadir. Ilk adimda, smir sartlan olarak
(5.21) denkleminin sag tarafi i¢in Uy (0) =1 ve

Un(0)=Up(0) = (0) = 24(0) = (0) = Uy(L) = Uy (L) = Up(L) = (L) = 0 (L) = (1) =0
almarak C., integrasyon sabitleri hesaplanr. Ikinci adimda, smr sartlan igin
U,(0)=1 ve digerleri sifir alinarak C,, integrasyon sabitleri hesaplamir. Sirasiyla
herbir serbestlik igin birim deplasman uygulanip C,, integrasyon sabitleri ayri ayn
hesaplanmaktadir. Bu sabitler hesaplanirken homojen ¢oziimden elde edilen (5.21)
ifadesindeki katsayilar matrisinin bir kez olugturulmas yeterlidir.

Her diigiimde alt1 serbestlik derecesi olmak tizere, bunun ii¢ii deplasman, iigii

donmedir. Elemanin baslangi¢ diigiimii i, difer ucu j diigiimii olmak tizere eleman

deplasman ve eleman ug kuvvetleri

)= {06 2). 0. 2), Tlp;. 2) 2oy, 2)f" (5.24)

{l_’}= {T(d)i- z), M($;. Z).T(dh‘. Z) M_(d)j. Z)}r (5.25)

seklinde ifade edilmektedir. Eleman dinamik rijitlik matrisini hesaplamak igin (5.24)
ifadesindeki eleman u¢ deplasmanlanna sirasiyla birim deplasman uygulanarak C,,
integrasyon sabitleri ilk paragrafta anlanldif: sekilde elde edilir. Bu islem 12 kez
tekrarlanir. (5.1) denkleminin homojen ¢oziimiinden eleman ug kuvvetleri elde edilir
ve bu kuvvetler eleman dinamik rjitlik matrisinin bilesenlerini olusturmaktadir.
Ankastre ug kuvvetleri ise, biitiin u¢ deplasmanlan sifira esitleyerek yine

(5.1) denkleminin 6zel ¢éziimiinden hesaplanmaktadir.
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£)=ET01.2)01.2) - M(p1,2) Tloy,2) Mpy. 2)f (5.26)

Eleman denklemi Laplace uzayinda asagidaki gibi yazilmaktadir.

b=l )+ ) (5.27)

Eleman koordinatlarinda elde edilen bu denklemlerden sistem koordinatlarina

gegmek i¢in asagidaki transformasyon iglemi uygulanmahdir.

[E]ijk = [T [ic] o [1] (5.28)
{F}ijk =[1[f {?}mb (5.29)

Transformasyon matrisi [T]

o B 6o o
0 B(¢;) 0 0
[1]= o o ey [ (5.30)

Pl ol b [Bepll,
olup [B] matrisi (4.10) ifadesinde tanimlanmugtir.

Bu tezde, hem eleman dinamik rijitlik matrisi hem de ankastrelik ug
kuvvetleri, Laplace uzayinda tamamlayici fonksiyonlar yoéntemi yardim ile (5.1)
denkleminin ¢oziimlerinden hesaplanmaktadir. Eleman dinamik rijitlik matrisi ve

yik vektoriinden sistem hareket denklemleri elde edilmektedir.

[K@)[D}= {P@)} (5.31)
Burada, [K(z)] ve {P(z)} sistem dinamik rijitlik matrisi ve yiik vektoridir. {D} ise,

sistemin bilinmeyen diigiim deplasmanlan vektoridiir.
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Serbest titresim durumunda, sistem yiik vektorii sifira egitlenmekte ve sistem

dinamik rijitlik matrisindeki Laplace parametresi z yerine io yazilmaktadir.

>~

\ Det [K(w)]

o o/l /.
VA

Sekil 5.1. Serbest titregim frekanslarinin elde edilmesi

({3} )

Déniigmils uzayda Laplace parametresi “z” yerine “io” konularak sistem dinamik
rijitlik matrisinin determinantint sifir yapan o degerleri aragtinimaktadir. Bu degerler
problemin dogal frekanslannm verecektir (Sekil 5.1). Sistem dinamik rijitlik
matrisinin determinantin1 sifir yapan degerler Secant kok bulma metodu ile

hesaplanmaktadir.
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6. SONUMUN DINAMIK DAVRANISA ETKIiSi
6.1. Viskoelastik Davrams

Bir tagtyict sistemde dig kuvvetler etkisinde olusacak gerilmelerin
bilinmesine ihtiyag vardir. Uygulamada tastyic1 sistemlerin giivenligi agisindan bu
gerilmelerin mukavemet smirlan altinda kalmasi istenir. Bu amagla yapilan gerilme
analizlerinde, denge denklemleri ile kinematik bagmntilar yaninda biinye
denklemlerine de ihtiya¢ vardir. Malzemelerin gerilme-gekil degistirme bagintilanm
veren bu denklemler mekanik davramgin tiiriine gore degisirler. Malzemelerin
mekanik davraniglan genellikle elastik, viskoelastik ve plastik olarak gruplara
aynlabilir. Miihendislik problemlerin analizlerinde basitlifi nedeniyle malzemelerin
elastik oldugu kabulii yapilmaktadir. Gergekte ise, bu malzemelerin hemen hepsi
biinyelerindeki i¢ siirtiinmeden dolayr az veya gok viskoelastik ozellige sahiptirler.
Bu nedenle, malzemelerin davramigim yansitmak igin viskoelastik biinye bagintisi,
elastik biinye bagintisindan daha gercekei olacaktir.

Viskoelastik davramg gosteren cisme sabit gerilme uygulandiinda ani elastik
uzama, sonra onu izleyen zamanda siirekli artan uzama gorilor. Yik kaldinldig
zaman ani elastik toparlanma ve sonra hzi zamanla azalan gecikmig toparlanma
olugur. Viskoelastik davramgta yikleme hizimn ve yiikleme stresinin gekil
degistirmeye etkisi vardir. Herhangi bir andaki sekil degistirme, gerilmenin gegmigte
aldi biitiin degerlere baghdir.

6.2. Viskoelastik Gerilme-Sekil Degistirme iliskisi

Viskoelastik davramgta biinye denklemlerinde gerilme ve sekil
degistirmelerin yaninda bir de zaman degiskeni vardir. Yiikleme iz ve yiikleme
siiresi de olusacak sekil degistirmeye etkir. Viskoelastik davrams genellikle viskoz
davranisla elastik davramgin kangimindan olusur. Viskoz davrams i¢ siirtiinmeli bir
amortisor seklinde bir mekanik modelle, elastik davranig ise bir yay ile temsil edilir.

Gergek cisimlerin viskoelastik davramgi bu temel modellerin kangmindan olugan
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mekanik modeller sistemine benzetilir. Bu modeller yardimi ile mekanik

davramslarin kolayca ve agik bir sekilde formiilasyonu yapilabilir (Onaran, 1995).
Viskoelastik cisimler Hooke ve Newton modelleri uygun sekilde diizenlenerek

temsil edilirler (Sekil 6.1). Bu tezde, gerilme-gekil degistirme iligkisi i¢in tek yay ve

yag kutusunun paralel baglanmasindan olusan Kelvin modeli gbzoniine alinacaktir.

AA VA VA VA VAV AN NN VALY
AC AC
LT]
E E L‘ n
1 o 1 -
© c
(@) (b)

Sekil 6.1. (2) Hooke tipi yay (b) Newton tipi yag kutusu

Kelvin cisminin biinye denklemi, Hooke ve Newton modellerinin paralel

baglanmast ile temsil edilmektedir (Sekil 6.2).

AL VA ULV
E 1
E n
€
A
=0
c
Sekil 6.2. Kelvin cismi
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Her iki temel modelin uzamas: esit olup € ile gosterilmektedir. Uygulanan o
gerilmesi, her iki modele aym anda etkiyen gerilmelerin toplamudir. Buna gore

Kelvin cisminin gerilme-gekil degistirme ifadesi agagidaki gibidir.

O] =E81 +T]é1 (61)

Burada n viskozite katsayisi, sekil degistirmenin zamana goére tiirevi & ise sekil
degistirme hmazidir. Kelvin cismine 6=co sabit gerilmesi uygulandigi zaman olusacak
sinme gsekil degistirmesi (6.1) diferansiyel denkleminin integrali yardimiyla
bulunabilir. &(0)=0 baslangi¢ sarti altinda Kelvin cisminin siinme bagmtisi elde

edilir.

£ =(fE—°[l—e"(E/")t] (6.2)

Viskoelastik modeller, birgok yay ve yag kutusunun paralel ve seri
baglanmas: ile de olusabilir. Bu durumda (6.1) gerilme-gekil degistirme iligkisinde,
gerilme ve sekil de@istirmenin zamana gore yiikksek dereceden tirevleri bulunabilir.
Yiiksek mertebeden tlirevler bulunan viskoelastik gerilme-gekil degistirme iligkisi su
formda yazilabilir (Boley ve Weiner, 1960).

Po; =Qg; (6.3)

Burada P ve Q diferansiyel operatorlerdir.

m am—l 6
P :amgtﬁ-‘-am_la_tfnj*- ............ +a15—z+a° (6.4a)
" ! 8
szn—a_t;-‘-bn_lﬁ*— ............ +bla+bo (6.4b)

(6.3) esitligi ile tammlanan gerilme-gekil degistirme bagntisi tek boyutlu hal igin
dugtiniilmigtiir. Gerilme-gekil degistirme bagintisiu ii¢ boyutlu hal olarak ele alalim.
Hidrostatik gerilme etkisi altinda gergeklestirilen deneyler, malzemelerin her tiirli

sicaklik ve gerilme seviyelerinde tam elastik davrandiklarim gostermektedir. Bu
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durumda, gerilme ve gekil deBistirme tansorleri deviatorik gerilme ve sekil

degistirme cinsinden yazilmaktadir (Boley ve Weiner, 1960).

1 1
G =3 Sii » =38 (6.5)
Sij =0jj —9j0 , € =€ — ;¢ (6.6)

Burada &; Kronecker deltadir ve i=j i¢in 8;=1, i# i¢in §;=0 olmaktadir.

Ist etkisinin olmadif durumda gerilme-sekil degistirme iligkisi

e} E

= k=—FF—
T T30-2v)

6.7)

olup k malzemenin elastik hacim genlesme modiiliidiir. Ug boyutlu halde lineer
viskoelastik gerilme-gekil degistirme iligkisi

Ps; =Qe; (6.8)

olup P ve Q diferansiyel operatérierdir. Kelvin modeli igin viskoelastik biinye
denklemi su gekildedir.

Sij = 2N €5 +2uej; (6.9)

Burada y=G kayma moduliinii gostermektedir. (6.6) denklemi (6.8) ifadesinde yerine
konuldugu zaman gerilme-gekil degistirme bagmtist

P(cij —Sij 0')=Q(eij = &jj e) (6.10)

haline gelir. (6.5) ifadesindeki sekil degistirme € ve (6.7) esitligindeki gerilme o,
(6.10) denkleminde yerlerine konulursa genel halde viskoelastik gerilme-gekil

degigtirme bagintisi

Poy; =Qgy +(kp”%‘)3ij8kk (6.11)
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elde edilmektedir.
(6.11) esitliginde, P =1 ve Q =2u olmas: halinde ii¢ boyutlu elastik gerilme-
sekil degigtirme bagintis1 bulunmaktadir,

2
Ojj = 2 g +(k—T“J8ijSkk (6.12)

6.3. Elastik-Viskoelastik Anolojisi

En basit tipte viskoelastik gerilme-gekil degistirme bagintis1 (6.11) ile verilen
genel formun lineer halidir. Bu durumda, bir cisimde elastik gerilme ve sekil
degistirmelere karsiik gelen viskoelastik gerilme ve sekil degistirmelerin
hesaplanmasina miisade eden bir matematiksel analoji vardir (Boley ve Weiner,
1960).

Yayih yiizey gerilmeleri ve hacim kuvvetlerinin lineer olmasi hali i¢in (6.9)
esitliginde verilen Kelvin modeline ait sabit parametreli viskoelastik gerilme-gekil
degistirme bagmtist ile birlikte (6.7) ifadesinin de gegerli oldugu bir cisim géz 6niine
alahm. Kelvin cismi i¢in verilen (6.9) gerilme-gekil degistirme bagintisindan,

P=1, Q:2'q-—a—-+2u (6.13)
ot
oldugu gorillmektedir. P ve Q diferansiyel operatorleri (6.11) esitliginde yerlerine
konuldugunda, gerilme-gekil degistirme bagintisi

ojj = 3ked;; + 2néj — 2N ;) + 2uej; — 2uedy (6.14)
halini alir. Cisim igerisindeki her noktada denge denklemlerinin saglanmas igin

veya

Gijj,j = 3k8’j 81_] + Znéij,j - ZT\é'j 811 + 2085 5~ 2ue ; sij =0 (6.16)
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olmahdir. i=j igin &;=1 ve i# i¢in ise 83=0 oldufu gozonine alinrsa viskoelastik

cismin denge denklemi

Bk —2p)e; —2né; +2né;;; + 2ug;;,; =0 (6.17)

haline gelir. Benzer sekilde denge sartindan, (6.12) esitlifinde verilen elastik
gerilme-gekil degistirme bagntist

(Bk-2u)e; +2ue;: =0 (6.18
s ),)

haline gelmektedir. Viskoelastik (6.17) denge denklemleri ve elastik (6.18) denge
denklemlerinin (4.15) tarifine gére Laplace donistiimleri alinmaktadir. Boylece,

viskoelastik denge denklemlerinin Laplace doniigiimii

(Bk - 2nz-2p)E; + (2nz +2u)E; ; =0 (6.19)
ve elastik denge denklemlerinin Laplace doniigiimii

3AE; + 2ugy = 0 (6.20)
olarak elde edilmektedir. Laplace uzayinda elde edilen (6.19) viskoelastik denge
denklemleri ile (6.20) elastik denge denklemleri arasindaki tek fark, elastik malzeme
sabitleri ile viskoelastik malzeme sabitleridir. Bu nedenle, viskoelastik ¢éziimler igin

elastik Lamé sabitleri yerine Laplace uzayinda viskoelastik Lamé sabitleri
kullanilacaktyr.

Kv=l—%nz > Hy =p+nz (6.21)

Burada, k hacim genlesme modiilii olup, 3k =3\ +2p=3A, +2p, seklindedir. Bu

formitlasyondan goriilmektedir ki, Laplace doniisimii ahnmg elastik gerilme-gekil
degistirme bagintisinda malzeme sabitleri yerine egdeger sabitler konularak
viskoelastik bir problem kolayca ¢oziilebilmektedir. Bu olaya elastik-viskoelastik
analojisi veya (Correspondence principle) Miitekabiliyet prensibi denilmektedir.

Sabit parametreli diger viskoelastik modeller igin de aym islem sirasi

izlenebilir. (6.11) ile verilen viskoelastik gerilme-gekil degistirme bagintisi, analoji
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yardimiyla gesitli viskoelastik modeller i¢in kolayca genisletilebilir. Béylece (6.4) ve
(6.8) esitliklerinden

2%y + 2% by e, +zb; +b
Wy — n — n-1 1 [+] (622)
2(z ap+z aggteeceenn. +za) +a,)
ve
2
by = Sy (6.23)

formiilleri ile viskoelastik Lamé sabitleri kolayca hesaplanabilir. a,,....,am ve
b,,...,bn katsayilan, P ve Q diferansiyel operatorlerde goriilen katsayilandir.

(6.21) ifadesinde 1} yerine ug konulursa viskoelastik Lamé sabitleri

2
py =u(l+gz), Ay = 7»+§(u— y) (6.24)

seklinde elde edilir. Bu ifadelerden yararlamlarak viskoelastik elastisite modiilii ve

Poisson orani, viskoelastik Lamé sabitleri cinsinden

A
=2u, (1+vy), ve=——¥ (6.25)
By =2uy(I4w),  w =5y
veya elastik sabitler cinsinden
E, = E(l+gz) v _3v-(1-2v)gz (6.26)

s il—32vigz’ V7 34(1-2v)gz

ifade edilmektedir. Burada, E, , vy viskoelastik malzeme sabitleri, g viskoz soniim
oram ve z Laplace doniigiim parametresidir.

Lineer viskoelastik malzemeden yapimig silindirik helisel gubuklarin
dinamik davramgm idare eden adi diferansiyel denklemler Laplace uzayinda
kanonik formda boyutsuz biyiikliikler cinsinden elde edilmigtir.
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a._. —_—
—Lt=20,+ T (6.27a)
d¢ ¢ " E,Ac?
dU, a = a, El, =
=—U;+—Up+Q +——LT (6.27b)
dé ctcbbG‘,Ac2n
d_b _ = =~ abEIn —
_dd)—_——EUn—Qn G Ac2 Tb (6270)
v
dQ, a~  EI, —
E‘)i=€gn G *; M, (6.27d)
vt
ddgi“ = —%_ﬁt +%§b +EE—HH (6.27¢)
v
o, =-E§n+ El, M, (6.27f)
d(b C Ev b
= 4 2
‘gfzpf; 2 0, +2T,+8, (6.27g)
n Cc
dT, pAc*z’—~ a= h= = 6.27h
n
= 4.2
dd'g»JAE"I 2 G- AT 4B, (6.27))
n C
X7 2.2
d:dft 2122 5+ M, + B (6.27))
n C
dM, —p°27“2’§ +T, 2™, +2M, +B (6.27k)
do = E nt b c t c b 11 .
dMy plpc?z’~ = he= -
d¢b = 1;31 Q- T, -—Ma+Bp (6.271)
n
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Cubugun geometrisine bakilmaksizin, helisel gubuklanin davramgt dért ayn durum

igin incelenecektir.

Durum 1 : Statik yiik, elastik malzeme

Durum 2 : Statik yiik, viskoelastik malzeme (kuazi-statik durum)
Durum 3 : Dinamik yiik, elastik malzeme

Durum 4 : Dinamik yiik, viskoelastik malzeme

Cubuk malzemesinin elastik veya viskoelastik olduguna bakilmaksizin, statik
yikleme durumunda (6.27g-1) denklemlerindeki kiitlesel yoZunluk igeren terimler
sifir alinmaktadir. Cubuk malzemesi viskoelastik oldugu durumda, (6.26) ifadesine
gore elastik malzeme  sabitleri, viskoelastik malzeme  sabitleri ile

yerdegistirilmektedir.
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7. KOMPOZIT MALZEMELER

Kompozit malzeme, iki veya daha fazla malzemenin biraraya getirilmesiyle
meydana gelen malzemelerdir. Bunun amaci, birbirlerinin zayif yoniinii diizelterek
ustiin ozellikler elde etmektir. Kompozit malzemeler, makro diizeyde birlestirilerek
amaglanan dogrultuda bilesenlerinden daha iustiin 6zelliklerin meydana geldigi
malzemelerdir. Kompozit malzemeler mikroskobik agidan heterojen, makroskobik
agidan homojen bir malzeme gibi davranmaktadir. Ornek olarak beton malzeme
gosterilebilir.

Kompozit malzeme uretiminde genellikle mekanik dayamm, rijitlik,
korozyon direnci, a@irlik, akustik, iletkenlik, 1s1 iletkenligi, yiiksek sicakliga

dayamklilik, yorulma dayamimu gibi 6zelliklerinin geligtirilmesi amaglanmaktadir.

7.1. Kompozit Malzemelerin Mekanik Davranislari

Kompozit malzemelerin mekanik o6zellii, diger malzemelerden farklidir,
Uygulamada kullamlan malzemelerin birgofu homojen ve izotropik 6zellik
gostermektedir. Buna kargin kompozit malzemeler genelde heterojen ve anizotropik
yapiya sahiptirler.

Malzemelerin izotropik veya anizotropik olmasina goére mekanik davramglan
farklh 6zellik gosterirler. Uygulamada, anizotropik malzemelerin bir ¢ogu ortotropik
ozellik gostermektedir. Izotropik malzemeler, yapilaninda herhangibir yone goére
farklilik gostermeyen malzemelerdir.

Ortotropik malzemelerde, birbirine dik dogrultulardaki malzeme 6zellikleri
farkhihk gostermektedir. Yiiklemenin asal malzeme dogrultusunda olmasi halinde,
malzeme uzerinde etkili olan kuvvetin yoniine baglh olarak izotropik hale benzer bir
sekil degigiklifi meydana gelir. Kayma halinde, malzemelerin yonlere gore farkl
olan Poisson oranlan ve elastisite modiillerinden bagimsiz ag1 degisikligi meydana

gelebilir.
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Anizotropik malzemelerde, normal gerilme dogrultusu asal gerilme dogrultusu
ile gakigmamaktadir. Bu durumda, normal gerilme altinda hem boyutsal deformasyon
hem de agisal sekil degigtirme meydana gelmektedir.

Tabakali bir kompozit malzeme, gesitli tabakalann biraraya getirilmesi ile
olusturulmaktadir. Bu tabakalar, farkli malzemelerden olusacagt gibi, aym
malzemelerden de meydana getirilebilir. Ancak, aym malzemeye ait tabakalarin
biraraya getirilmesi halinde, ahsap gibi, yonlere gore farkh ozellikler gosteren bir

malzeme olmaktadir.

7.2. Anizotropik Malzemelerin Gerilme-Sekil Degistirme Bagintis1

023
013
(o7 G22

Gi1 C12

Sekil 7.1. Ug boyutlu gerilme hali

Bir cismin herhangi bir noktasindaki gerilme, kiigiik bir elemana etkiyen
gerilmelerin bir eksen takimina gére bilesenleri ile ifade edilirler. Bir diizleme
etkiyen gerilme vektoriinin tg¢ bileseni vardir (Sekil 7.1). U¢ diizleme etkiyen
gerilmeler dokuz bilesenden olugan o gerilme tansoriinii meydana getiriler. Burada,
gerilme tansoriindeki i indisi gerilmenin etkidii diizlemin normalini, j indisi ise
gerilmenin dogrultusunu gostermektedir. oj; gerilme tansoriinde i=j normal gerilme,
i#j ise kayma gerilmesini temsil etmektedir. Benzer sekilde, €; sekil degistirme

tansori de elde edilir. Gerilme ve sekil degistirme tansoriiniin dokuz bileseni olmakla
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beraber moment denge kosulundan o= o ve g;= & simetrik oldugu goriilir. Bu

nedenle gerilme ve sekil degigtirme tansérlerinde alts bagimsiz sabit bulunmaktadar.

O11 O12 Oj3 €11 €12 £13
Cij=| O 033 gjj = €2 €23 (7.1)
33 33

Cizelge 7.1. Kisaltilmis notasyonda gerilme ve sekil degistirme tansérii bilesenleri

Gerilme Sekil degistirme
Tansér Kisaltilmig Tanso6r Kisaltilmig
notasyon notasyon notasyon notasyon
o11 01 €1 2!
G22 ) €22 €2
033 G3 €33 €3
T23 =023 G4 Y23 = 2823 &4
713 =013 os Y13 = 2£13 €5
T2 =012 Cg Y12 = 281 6

Kisaltilmig notasyonu kullanarak lineer elastik malzeme igin genellestirilmig

Hooke kanunu

(01] [Cii Cip Ci3 Ciy Cis Cyg|(#)

5 Cyy Cy3 Cyy Cys Cye |22

o3| _ C33 C3y C35 Cy6 83| 7.2)

loa o Cas Cas Cye ||B4

o simetrik Css Css ||es

o6) | Ces | €6

veya kapah formda

o; = Cjj& @,j=1,2,...., 6) 73 e
ARQE O
B

NG Q\
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olarak ifade edilir. Burada Cj rijitlik matrisidir. En genel halde lineer, elastik,
anizotropik malzeme igin 36 eleman, 21 bagimsiz sabit bulunmaktadir.

Eger malzeme bir simetri diizlemine sahipse (monoclinic), gerilme-gekil
degistirme iligkisi

R T

o1 |Gt C2 C3 0 0 Cg|lg
G2] |Ci2 Cxn Cy3 0 0 Cyley
J31_[C13 Ca3 Gz 0 0 Csijes| (7.4)
C4 0 0 0 Cy4 Cys 0 ||ey4
o 0 0 0 Cy4s Css5 0 ||es
Lcsd Cie Cx C36 0 0 Cg|les)

seklindedir. Monoclinic malzeme ig¢in 20 sifirdan farkli elaman ve 13 bagimsiz
elastik sabit vardir. Eer malzeme iki dik simetri diizlemine sahip ise asal malzeme

koordinatlarinda gerilme-gekil degistirme iligkisi

S N A0

o1l {Cu CGa C3 0 0 0 ||g
o2l |Gz Cpp Cy3 0 0 0 |lg
Jo3| _|Ci3 C3 G300 0 g 1.5)
o4 0 0 0 Cy O 0 |[leq
Os 0 0 0 0 'Cs5 O |les
o6 | O 0 0 0 0 C66_ €6

olup bu tip malzeme o6zel ortotropik malzeme olarak adlandinlir. Bu durumda,

sifirdan farkh 12 eleman ve 9 bagimsiz sabit vardir.
7.3. Ortotropik Malzemeler I¢in Elastik Sabitler
Hooke kanunu, esneklik matrisi cinsinden de ifade edilebilir. Esneklik matrisi

S;, gerilme-gekil degistirme bagntisinn tersi olarak tammlamr. Sekil degistirme ile
gerilme arasindaki iligki
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(e1] [S11 Si2 Si3 S Si5 Sis|[o1]
g Sy2 S3 Spq4 Sas Sy l|02
&3| _ S33 S34 S35 S36 (|03 > (7.6)
1 €4 simetrik Sas Sas Sss||0a
€5 Ss5 Ss6 ||O5
g6) | Se6 ] o6 )
veya kapal formda
g = Sij o an

olarak verilmektedir. Esneklik matrisi, C; rijitlik matrisinin tersidir.

Sij = Cjj' (7.8)

Esneklik matrisi S diyagonale gore simetrik oldugundan

U ,2,3) (7.9)

esitligi yazilabilir. (7.9) esitligi yardim ile sekil degistirme-gerilme bagntiss
asagidaki hali almaktadir.

1 —vpp -3 0 0 0 1
En En En
X 1 —vp
(8 —_— %D 0 0 0 (o)
1 Ey  Ep 1
-2 L
183 _ E33 103 Y (7.10)
£ simetrik Ga3 G5
1
€ — 0 (o
.
L Gip
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Esneklik matrisi Sj ile rijitlik matrisi Cjj birbirlerinin tersi olmasindan dolay,

rijitlik matrisinin bilesenleri esneklik matrisi bilegsenleri cinsinden ifade edilmektedir

(Jones, 1975).

2
C.. = 522833873 Cin = 813523 =812 833
usTtg T 12= 3
2
Cia = 312523 =513 89 C., = 11533~ 83
13= S n="—c
Si»S;2 ~S11S S11S,, —S2
Cyy = 12513 - 11523 Cys =31 2; i2
1 1 1
Caup=g— Css=o— Ce6 =<—
Sas Ss5 Se6

Burada
2
S=511522 533 — 11593 — S22 53 — S33 572 + 2512 513 S23

bagintisi ile verilmektedir.

(7.11a)

(7.11b)

(7.11¢)

(7.11d)

(7.12)

Vi

A

PA N
W\,

RN

A

SN
AN
QAN

/

1, x

Sekil 7.2. Ortotropik tabaka igin malzeme simetri diizlemi

50



7. KOMPOZIT MALZEMELER Faruk Firat CALIM

Ortotropik malzemenin asal malzeme eksenleri ile gubuk eksenleri genelde
cakigmazlar (Sekil 7.2). Keyfi olarak segilmis fiber dogrultusu ile gubuk ekseni
arasindaki a¢1 0 ile gosterilmektedir. 1, 2, 3 koordinatlarinda ve 3 ekseni etrafinda

donduriilmiis gerilme-gekil degistirme ve gekil degigtirme-gerilme bagintilan

6;i=Cle;  (,j=1,2,....6) (7.13a)

§=550; (,j=1.2,....6) (7.13b)

seklinde yazilabilir. Burada Cj; ve Sj swrasiyla doniigtiirilmis rijitlik ve esneklik

matrisleri olup asafidaki verilen bagintilar yardim ile hesaplanmaktadir (Jones,
1975).

[c]= [T elR )R T (7.142)
[s1=RITH R SliT] (7.14b)

Burada m=Cos 6 ve n=Sin 0 olmak lizere doniigiim matrisleri

— = - —

m > n2 0 0 0 2mn 100000
n2 m? 00 0 -2mn 10000

[r]=| & @ L O 0 0 Ry OO0 s
0 0 O0m -n O gmetrik 2 © O
0 0 00n m 0 20
l-mn mn 0 0 O m2-n2_ A 2]

seklindedir. Donistiirilmiig rijitlik ve esneklik matrisleri, (7.14a-b) esitliklerinin

¢oziimiinden
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Wall

Ch C2 Ciz 0 0 Cig|
12 Cy C3 0 0 Cy

’ ? C’ 0 O ’
[c]=|C3 € € ¢ ' 36 (7.16)
0 0 0 Cy Cijs 0
0 0 0 C Css 0
(Cig Cy% C3 0 0 Cgel
[S1; Sl Si3 0 0 Sig]
S;2 S35 Sz 0 0 Sy
: - S 0 0 ¢S
[v]=|Si S5 S 36 .17)

0 0 0 Sy S5 0
0 0 0 S5 S 0
Si6 S S36 O 0 Sg |

olarak elde edilmektedir. Doniigtiiriilmiis rijitlik ve esneklik matrisinin elemanlan

hesaplanmig ve agagida verilmigtir.

C'll = m4 C11+2n2m2 C12 +n4 C22 +4n2m2 C66 (7188.)
C'12 = n2m2 Cll + Q’l4 + m4)C12 + n2m2 C22 - 4n2m2 C66 (7.18b)
Ci:; = m2 C13 + n2 Co3 (7.18¢)

C'16 = nm3 Cn+ M(nz - m2)C12 - n3m Coy + 2nm(112 - m2)066 (7.184d)
Cy =n*Cyy +2n?m? Cpp + m* Cpy +4n%m? Cgq (7.18¢)
Cy=n?Cj3+m’Cps (7.18f)

C’26 = n3mC“ +nm (m2 - nz)Cu - nm3C22 —2nm (m2 - nz)C“ (7.18g)

C33=Cs3 (7.18h)
C6 =nmCj3 —nmCp;s (7.18i)
Clys =m2 Cyy +12Css (7.18)
Cy5 =—nmCyy +nmCs;s (7.18k)
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Css =n2Cyy + m? Cs;s (7.181)
C'66 = Ilzl’l’l2 Cll - 21121'1'12 C12 + l.’1211'l2 C22 + (m2 - nz)z C66 (7.18m)
Si1= m4 Si1+ 2n°m? Si2 +n? Sy +n2m2 Se6 (7.19a)
SiZ = n2m2 Si1+ &14 +m4)812 +n2m2 Sy —n2m2 S66 (7.19b)
Sj3 =m?S;3+n% Sy, (7.19¢)

Sig =2nm3S;; +2nm(r12 —m2)512 —2n°m$,, +nm(n2 —m2)866 (7.19d)
S'22 = n4 Sll +2n2m2 512 + m4 S22 +n2m2 Se66 (7.19¢)
S'23 = n2 Sl3 + m2 823 (7.19f)

S'26 = 2n3mSu +2nm(m2 —n2)812 - 2nm3 822 +nm(m2 —nz)S66 (7.19g)

S5 = S33 (7.19h)
S§6 =2nmSl3 —an523 (7.l9i)
e 2 2 .
S44 =m" Syq +n 555 (7.19])
S:;s =-nm S44 +nm Ss5 ' (7.19k)

o2 2
Ss55=n S4q +m Sss (7.19))
Sk6 = 4n%m? Si1 ~8n%m? S12 +4n°m? S22 +(m2 ‘“2)2 Se6 (7.19m)

7.4. Ortotropik Tabakah Cubuklar i¢in Elastik Sabitler

Klasik ¢ubuk teorilerinden benimsenen
Gy =03=04~ 0 (7.20)

kabuli yapilmaktadir. Buna gore sekil degistirme-gerilme iligkisi, matris

notasyonunda
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(1] [Su Sz Si3 Sis Sis Sis|[o1)
€| |S21 S22 Sy3 Syq Sps S| O
g3 | S31 S32 S33 S34 S35 S36 4 0
€4 |[S41 Ss2 843 Sgs Sg5 Sg6l| O
€s| |[Ss1 Ssp Ss3 Ss4 Sss Sse |05
(86) |Se1 Se2 Se3 Ses4 Ses Ses |06

(7.21)

g1l |Su Si5 S {01
gs5p=|S15 Ss55 Ss6|{05 (7.22)
g6) |S16 Ss6 Se6 |06

g3 =1S31 S35 S36 |05 (7.23)
e4) [S41 S45 S46]06

(7.22) ifadesinin gerilme-gekil degigtirme cinsinden kapah formu

ci=Sj'e; (i~156) (7.24)
seklindedir. (7.24) ifadesi (7.23) esitliginde yerine konuldugunda

-1

€2| {S21 Sas Sy [[S11 S5 Sis g1

€3¢=|S3; S35 S36|[Si5 Sss Ss¢| {&s (7.25)
€4) |S41 S4s5 Sa6)1S16 Sss Ses| (&6

ve kapah formda
g = SBJ OLjk Ek G, k=1,5,6 ;$=2,3,4) (7.26)
halini alir (Yildirim, 1999b). Burada

ot = tji = S (i, =1,5,6) (7.27)
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ve

Si1 S5 S6
d=1S;5 Ss5 Sse (7.28)
Si6 Ss6  Ses

olmak (izere o;; matrisinin bilegenleri asagidaki gibidir.

Ss5 66 — S3 S16Ss6 —Si5 S

ayy =233 6(61 56 0y5 = 216 56d 15 966 (7.29a)
S15Ss6 —Si6 S S11566 — S

g =13 56d 16 ©55 ass:ﬁ%_lé (7.29b)
S15516 = S11S S11855 = S

agg =213 16d 11956 %6:L%i (7.29¢)

Ortotropik tabaka igin fiber dogrultulanmn 0° ve 90° olmasi halinde
015 =g =056 =0 olmaktadir.

Boylece lineer elastik genellestirilmis Hooke bagintis1 indirgenmis olur.

0i=Q5¢; (i, j=1,5,6) (7.30)

Burada Q;; indirgenmig rijitlik matrisi olup

Qj = Cjj + Cip Spk o1y @, j, k=1,5,6 ; B=2,3,4) (7.31)

seklinde hesaplanmaktadir (Yildirim, 1999b). Indirgenmis matrisler igin kisaltilmus
notasyon kullarulabilir.

61 =07 62 =0g 83 =03 (7.323)
g =g € =8¢ € =¢5 (7.32b)

55



7. KOMPOZIT MALZEMELER Faruk Firat CALIM

Qi=Q1 Qu=Qs Qi3=Q;s (7.33a)
Q1=Qs1 Q2=Qs Qz3=Qss (7.33b)
Q1=0Q5; Q3=Qs¢ Q33=0Qs5 (7.33¢)

(7.30) ifadesinde tammlanan indirgenmis gerilme-sekil degistirme bagintisi
(7.32a-b) ve (7.33a-c) esitlikleri yardimu ile kisaltilmug notasyon cinsinden

8 =Qy% (.j1,23) (7.34)

elde edilir ve transformasyon uygulanirsa, doniistiiriilmiis ve indirgenmis gerilme-

sekil degistirme bagintist
5 =Qj% G123 (7.35)
halini alir.

Ortotropik tabakali ¢ubuk igin doniistiriilmiiy ve indirgenmis rijitlik
matrisinin sifirdan farkli elemanlan asafida verilmektedir.

Q11 =Ci1 +(Ci2 Siz + Ci3S31)ati1 +(Cia Sa6 + Ci3 Sa6)os1 (7.36a)
Q}3 = Cjg +(Cj2 Sh1 +Ci3S31)ajs +(Cia She + Ci3 Sie)atss (7.36b)
Q%2 = Cig +(Cs2 Sh1 + Cisz S31)atis +(Co2 Sa6 + Co3 S36) 66 (7.36¢)
Q43 = Css (7.36d)
Burada
’ S’66 ’ ’ - S'16 ’ S'll s
A=y M= =g M T U3 (b
S11566 — S16 311566 —S16 S11866 — Si6 &L
O &
C&
NS
o
XN ég‘

56 & &
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7.5. Kompozit Cubuklar i¢in Biinye Denklemleri

Kuvvet ve moment ifadeleri rélatif birim uzama ve doénme cinsinden ifade
edilebilir. (3.10a-d) esitliklerinde wverilen sgekil defistirme tans6ri ems, kesit
carpiimasi ihmal edilirse kisaltilmug notasyon cinsinden

€] =7} — X203 + X309 (7.38a)
es =795 +x 070 (7.38b)
es = Y8 — X305 (7.38¢c)

olarak elde edilir. (7.32) ve (7.33) ifadeleri yardim ile (7.38) esitliklerinin

indirgenmis notasyon cinsinden kapali formda
&= +e @ xc (1), k=1,2,3) (7.39)

gosterilir (Yildinm, 1999b). Gerilme bileskeleri olan T ve M vektorlerinin kesit
iizerinde x; dik koordinat takimindaki bilegenleri olan (3.18) ve (3.19a-c) ifadeleri
kapali formda diizenlenebilir.

T = J‘Ei dA M; =gk J.Xj G dA (7.40)
A A

(7.35), (7.39) ve (7.40) ifadelerinden yararlanarak kuvvet ve momentler,

rélatif birim uzama ve dénme cinsinden ifade edilirler.

Ti = Aij "7_? + Bij 5? (l, j=1 ,2,3) (7.413)
M; = ;¥ + Dy} G,7=1,2,3) (7.41b)

Burada

57



7. KOMPOZIT MALZEMELER Faruk Firat CALIM

Ajj= J'aij dA Bjj =&mjk J.(Nlim Xk dA (7.42a)
A A
Fij = €{km J.Xk amj dA Dij =&jhk Emjp J‘Xh Xp 6km dA (7.42b)
A A

olmak iizere A, B, F, D matrisleri (3x3) boyutunda olup kesit geometrisi ve malzeme
Ozelliklerine baghdir (Yidinm, 1999b). (7.41) esitliklerinin tersini alarak biinye
denklemleri

T = AjjT; + BjM; G,i=1,2,3) (7.43a)
&7 = F;Tj+DjM; G, =1, 2, 3) (7.43b)

yazilabilir. Burada

A'=A"-B'D"'F° ,B'=B'D"!' ,FF=-D"'F' , D'=D"" (7.44a)

A'=A" |B'=-A"'B,F=FA"' ,D’=D-FA'B (7.44b)

(7.43a-b) ifadeleri ile elde edilen biinye denklemleri, geometrik uygunluk
denklemlerinde yerine konuldugunda

oU°

3 =A'T+B'M+txQ° (7.452)
s
669 =F'T+D'M (7.45b)
s
seklinde elde edilir.

Sonug¢ olarak en genel halde N adet anizotrop tabakadan olusan x; dik
koordinat takiminda uzaysal egri eksenli ¢ubuklarin dinamik davrangim idare eden
diferansiyel denklemler agagida verilmigtir.
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an 4 ’
asl =%3U3 ~x2 US + A} Tf +B}; M} (7.46a)
aUg 0 0 0 ' 0 ! 0
3s =—%3 Ul +%1 U3 +Q3 +A2jTj +B2ij (7.46]:))
aUg 4] 0 O ’ 0O ’ 4]
5s ~ K1U2+%2 U1 —Qp + AT +B3; Mj (7.46¢)
oy 0 0
s -—X3Q2 ng:; +F1_|T +D I\/IJ (7.46d)
60‘2) 0 (s} ? 0 ’ Q
35 =-%3 Q1 +%1 03 +F2j Tj +D2j MJ (7.46¢)
aQO 0 ! 0 ’ 0
s =~x1Q +X2§)1 +F3jTj +D3ij (7.46f)
oY _ ¥y azg 3208
L 1 53 3 +S, 2 43 T§ —x2 TS — (ex) (7.46g)
0s o2 ot
oT? 62U 629
5 : v 52 S+ TS -3 T - (°") (7.46h)
oS 62U3 5291 (ex) .
3s o2 +$3 +x2 TP - %1 TS - p§ (7.46i)
oMy =~ 3200 ~ 9°US 62U .
L= 21 -5 +Ss 3 +x3 M3 -1 M§ - m(ex) (7.46j)
Os ot ot
oM3 629 a2u° i a2Q )
- 23,722 +s2 S M- M +T9 -m$) (7.46k)
S
0 2 2 o A2
oM; _ 6 Q3 53 0 Ul — b3 AL 2 1y M -4 M3 - (cx) (7.461)
ot? ot?
Burada
N N
A=) p0a0, 5 =30 J' x3dA (1.47a)
k=1 k=1 (k)
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N
§=)p® I xydA, T = Zp(k) _[ (xs)2dA (7.47b)
k=1 Alk) k=1 A(")
N N
L= Zp(k) I (.l dA, Ty= Zp(k) I X3 x3dA (7.47¢)
k= Al k=1 AlK)
N ~
A= Z; Qi(J!ﬂ) Al By = gmjpz Y, _" (7.47d)
= =1 k

k
;= ammz ol j Xy dA, Dy = alhnamjpz gk) J' XpXpdA  (747¢)
k=1 A(" k=1 Al)

olur. A, B, F ve D matrisleri ¢ubuk kesitinin toplam esneklik sabitlerini géstermekte
olup herbir tabaka malzemesinin esneklik sabitleri cinsinden elde edilmektedir

(Yildinim, 1999b). Daire kesit i¢in burulma rijitligi

i = TZ + ’\1‘3 (748)

ve dikdortgen kesit i¢in burulma njitligi ise

N (k),( 4g<k)
7= 1N [P A
b= k§=l 0k (7.49)

olarak hesaplanmaktadir (Yildinm, 1999¢). x, ve x3 eksenleri asal eksenler olup,
kesit bu eksenlere gore geometri ve malzeme bakimindan simetrik oldugu

diigtinilirse

It

53=5=5%=0 B=F=0 (7.50)

olur. Boylece A ve D matrislerinin sifirdan farkl elemanlan, indirgenmis rijitlik

matrisi cinsinden
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N
k=1

N
A= Z (~2'2(§ )A®)
k=1

N N
-3 A 3
k=1

k=1

N
Dy = z 6'1({( ) ng)
k=1

N
Ay = z 6'1(;&) Al
k=1
N
Aj3 = Z (~2'3(§ )A®
k=1
N
Dy, = —Z 6'2(11{) ng)

k=1

N
D3 = Z @S‘) ng)
k=1

(7.51a)

(7.51b)

(7.51¢)

(7.51d)

ifade edilirler. Déniistiiriilmilsy A’ ve D' matrisleri (7.44a) esitlikleri yardim ile

asagidaki gibi hesaplanmaktadir.

Ay

n=—
A11A2 — Ay

, A
22 = 1
, D
Djy=———2—-
D;1Dy; - Di

Dy
2=

3
A11Ax — Al

2
D;1Dy; - Di;

(7.52a)

(7.52b)

(7.52¢)

(7.52d)

Kesitin kayma merkezi ile agirhk merkezinin dst uste dustogi ve kesit

carpilmasinin ihmal edildigi kabul edilirse n, b eksenleri asal eksenler olmaktadir.

Segilen kesitin geometri ve malzeme bakimindan simetrik oldugu disiinilurse,

hareketli koordinat takimnda N adet kompozit tabakadan olusan dairesel silindirik

helisel gubuklann dinamik davramgim idare eden 12 adet adi diferansiyel denklem

takimu Laplace uzayinda kanonik formda asaBidaki gibi elde edilmektedir.
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Ut _2G, +eAp T, +eA} T, (7.532)
dé ¢

d;in =-20,+ 2T + T, +ca Apy Ty +oAN Ty (7.536)

C

d_Ub_—_——-t—l-Un—c_Qn +Ccayp A§3Tb (7530)
do c

th _—Qn +CDllMt +CD12 M (753d)
d ¢

%‘l = ———Qt +— Qb +cDy M, +¢Dy M, (7.53¢)

d0, _ ho

=—— +CD M 7.53

3 2 Q, +cD33 My (7.539)

4T _ 2 KT, +2T, +¢B, (7.53g)

C

dT, 9~e= he 8m =

Td:l:cz AUn+;Tb——c—Tt+cB8 (7.53h)

T _ 022 AT, ~ 2T, +cBy (7.530)
do c

WM 20 +2 M, +eBio (7.53i)
do c

dM,
% =cz22 [ Oy +— Mb——-Mt+ch +c¢By; (7.53k)

idl\.i_bzczzmb _Hm,, —cT, +cBpy (753D

C

ﬁ(tb,z) kolon matrisinin elemanlan (7.54) denkleminde verilmistir. Laplace
doéniigiimiinden gelen baglangig sartlar, I_!(tb, z) yiik vektoriine dahil edilmektedir.

Bi(¢,2) =0 (=1, 2,..., 6)

_ ~ U%($,0 ,
Bg..(0.2) = —(ﬁ}""’)— pA[zUE(tb, 0) +—45(P} (=1,2,3) (7.54)

By, 6= {@)-p1 [ 560,00+ 2%, )}
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8. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu bolimde, lineer elastik, viskoelastik ve anizotropik ¢ubuk malzemesi
halleri igin sayisal uygulamalar ¢ grup halinde ayn ayn incelenecektir. Her bir
malzeme halini igeren, zamanla keyfi degisen yiikler altinda silindirik helisel
gubuklann zorlanmig titresimini analiz etmek i¢gin FORTRAN77 dilinde genel
amagh bilgisayar programlann hazirlanmustir. Bu programlarda, sistem dinamik
rijitlik matrisleri ve sistem yiik vektorleri Laplace uzayinda tamamlayici fonksiyonlar
yontemi (TFY) yardim ile elde edilmektedir. Sistem matrisleri, kanonik formda
verilen, lineer elastik-izotropik malzemeler igin (4.18a-I), viskoelastik malzemeler
igin (6.27a-1) ve anizotropik malzemeler igin (7.53a-1) numaral diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinden elde edilmektedir. Tamamlayici fonksiyonlar yontemine
dayal baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii igin besinci mertebe Runge-Kutta (RK5)
algoritmasi (EK-A’ya bakiniz) adapte edilmigtic. Ozel olarak, helisel ¢ubuklarin
serbest titresim frekanslan, sistem yiik vektorii sifira esitlenip sistem dinamik rijitlik
matrisindeki Laplace parametresi “z” yerine “io” konularak hesaplanmaktadir.
Laplace uzayinda elde edilen ¢6éziimlerden zaman uzayina gegmek i¢in Durbin’in

sayisal ters Laplace doniigiim yontemi kullamlmgtir.
8.1. Konsol Helis

Bu konsol helis problemi ilk olarak, elastik malzeme i¢in Kiral ve Ural (1975),
viskoelastik malzeme igin Kiral ve ark. (1976)’da adim tipi ve dikdértgen impuls tipi
yiukler altinda Laplace uzayinda tagima matrisi yontemi ile ¢ozilmiiy, zaman
uzayindaki gergek ¢oziimlere gegmek igin ‘Maximum Degree of Precision’ ters
Laplace teknigi uygulamilmgtir. Aym problem Haktanir (1990)’da Laplace uzayinda
tasima matrisi metodu ve ters doniigiim metodu i¢in ‘Maximum Degree of Precision’
teknigini kullanarak tekrar ¢oézilmiigtiir. Bu ters doniigiim tekniginin ¢ok kisa zaman
aralif icin gecerli oldugu ve uzun siireli ¢6ziimlerde dinamik davramgin bozuldugu
ilgili kaynakta (Haktamr, 1990) belirtilmigtir. Onceki ¢ahgmalarda bu problem etkin

olarak ¢oziilememigtir. Bunun igin iyi bir ters déntgiim teknigine ihtiyag olup en iyi
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sayisal ters Laplace doniisim tekniginin Durbin’in modifiye edilmis ters Laplace
teknigi oldugu EK-B.2’de gosterilmigtir.

Sekil 8.1°de goriilen kare kesitli konsol helis d=12cm, helisin sarildig: dairenin
yarigapt a=200 cm, yiikselme agis1 a=25.52° ve malzeme ozellikleri; E=2.06x10"!
N/m* , p=7850 kg/m’® ve v=0.3 olarak verilmektedir. Konsol helisin serbest titregim
frekanslan, bu caligmada onerilen yontem ile ANSYS sonuglan Cizelge 8.1°de

kargilagtirilmugtir.

NP(t)

Py

Adim tipi yiik Hsa)

NP(t)

Po

0.1 t(sn)
Dikdortgen impuls yiik

P(t)

Py

005 0.1 +en)

Uggen impuls yiik
Sekil 8.1. Konsol helis ve dinamik yiik tipleri

Cizelge 8.1. Dogal Frekanslar (Hertz)
(SEY: Sonlu elemanlar yontemi, TFY: Tamamlayici fonksiyonlar yéntemi)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ANSYS (2 cleman)SEY 2232 2.398 8.067 8.403 25.714 29.945 58.016 63.773 102.018 108.84

ANSYS ¢l clemany sBY  2.229  2.395 8.055 8.389 25.678 29.899 57.935 63.679 101.862 108.67
ANSYS ©! clemany SEY  2.228 2.395 8.052 8.387 25.671 29.899 57.920 63.661 101.832 108.63
ANSYS @ cleman)SEY  2.228 2.394 8.052 8.387 25.669 29.887 57.914 63.654 101.822 108.62
ANSYS (101 eleman) SEY  2.228 2.394 8.051 8.386 25.667 29.885 57.911 63.651 101.817 108.62
ANSYS (2 cleman) SEY  2.228 2.394 8.051 8.386 25.667 29.884 57.910 63.649 101.814 108.61
Bu Caligma™" 2.227 2.394 8.051 8.385 25.665 29.883 57.907 63.645 101.808108.61
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Cizelge 8.1 incelendiginde, sonlu elemanlar yéntemine dayali ANSYS program:
ile ok fazla sayida eleman alinmasi halinde ancak istenilen hassasiyette sonuglar
elde edilebilmektedir.

Bu ¢alismada Onerilen modelin gegerliliini test etmek amaciyla Laplace
doniisiim parametresi ve zaman artimi etkilerini gostermek igin elastik konsol helisin
parametrik analizleri yapilmigtir. P,=10° N siddetinde adim tipi yiikk altinda helisin
serbest ucundaki diigey deplasman hesaplanmis ve Sekil 8.2-8.3"de verilmigtir.

20
18 |
16 -
14
12
101
8
6 -
4]
2 4
04 . . . r
0 05 1 15 2 25
Zaman (sn)

------ Bu Galigma (DT=0.04, N=64) ©  Bu Galigma ( DT=0.02, N=128)
Bu Galigma (DT=0.005, N=512)

Boyutsuz Uz deplasmani

Sekil 8.2. Bu ¢aligmada bulunan konsol helisin serbest ucundaki
diisey deplasman

------ ANSYS (DT=0.04) —o _ANSYS (DT=0.02)
18 1 —a— ANSYS (DT=0.005) ——— ANSYS (DT=0.0003)
16 A

14
12 -
10

Boyutsuz Uz deplasmani
H

Zaman (sn)

Sekil 8.3. ANSYS programi ile bulunan konsol helisin serbest ucundaki
diigey deplasman
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Sekil 8.2 incelendiginde, kaba zaman artimn (DT=0.04 sn) ile birlikte az sayida
Laplace parametresi kullanarak bulunan sonuglar ile ¢ok kiigiik zaman artim ve fazla
sayida Laplace parametresi kullanarak bulunan sonuglarin st Gste digtiigi
goriilmektedir ki bu, 6nerilen modelin etkinligini géstermektedir. Sekil 8.3, 81 adet
dogru eksenli gubuk elemam kullanarak sonlu elamanlara dayah ANSYS programu
ile bulunan deplasmanlan géstermektedir. ANSYS programu ile tutarli sonuglar elde
edebilmek i¢in DT=0.005 sn ve ¢ok daha kiigiik zaman artimlan alinmasi
gerekmektedir.

Cesitli yiiklemeler altinda serbest ugtaki diigey deplasman ve ankastre ugtaki
momentin zamanla degigimleri ANSYS sonuglan ile kargilagtinlmig ve grafik formda
gosterilmigtir (Sekil 8.4-8.9). Yeterli hassasiyette ¢oziim elde edebilmek igin, bu
caligmada problem tek eleman ve 0.02 sn zaman artimm kullanarak modellenmesine
karsin, ANSYS ile 81 dogru eksenli eleman ve ¢ok kiigiik zaman artim (DT=0.005
sn) alinmasmna ihtiya¢ duyulmaktadir. Aynca, bu galiymada hazirlanan bilgisayar

programinin iglem siiresi ANSY S’in iglem siiresinin yaklagik beste biridir.

18

( Bu Caligma - -0 - -ANSYS 1
16 -
g 14 1 &
E?, 12 J
=
o
8 10
N
o g
N
=
P
[«
m 4

2

) r . —_ - .

0 1 2 3 4 5 6
Zaman(sn)

Sekil 8.4. Adim tipi yiik altinda serbest ugtaki deplasmamn zamanla degigimi

66




8. SAYISAL UYGULAMALAR Faruk Firat CALIM
3
Bu Caligma - -0 - -ANSYS
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Sekil 8.5. Adim tipi yiik altinda ankastre ugtaki momentinin zamanla degisimi

Bu Galigma - -0 - -ANSYS 0

Boyutsuz Uz deplasmani

Zaman (sn)

Sekil 8.6. Dikdortgen impulsif yiik altinda serbest ugtaki deplasmanin

zamanla degigimi
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4
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Sekil 8.7. Dikdértgen impulsif yiik altinda ankastre ugtaki momentin
zamanla degigimi
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Sekil 8.8. Uggen impulsif yiik altinda serbest ugtaki deplasmanin zamanla degigimi
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Sekil 8.9. Uggen impulsif yiik altinda ankastre uctaki momentin zamanla degigimi

8.2. iki Ucu Ankastre 7.6 Sarimhik Helisel Yay

Bu tezde onerilen modelin gegerliligini gostermek igin, literatiirde verilmig iki
ucu ankastre 7.6 sarimlik helisel yaymn serbest ve zorlanmig titresim analizleri
yapimgtir. Bu ornege ait serbest titresim frekanslarn ilk defa Mottershead (1980)
tarafindan deneysel olarak bulunmustur. Mottershead aynca, sonlu elemanlar ile
titresim  frekanslanm  hesaplaylp, bunlan kendi deneysel sonuglan ile
kargilagtirmigtir. Aym 6rnek Pearson (1982), Haktamr (1990), Yildinm . (1996),
Yidinmm (1999a) tarafindan kendi sayisal sonuglanimin dogrulugunu goéstermek
amactyla serbest titregsim problemi olarak ¢ozilmiigtiir.

Celik malzemeden yapilmug iki ucu ankastre helisel yay daire kesitli olup gap1
d=1 mm, yiikselme agist =8.5744° , helisin sanldif1 dairenin yarigapi a=5 mm ve
aktif sanm sayis1 n=7.6 segilmistir. Malzeme ozellikleri: E=2.06x10"" N/m?, p=7900
kg/m3 ve v=0.3. Helisin serbest titresim frekanslan, literatiirde verilen teorik ve

deneysel sonuglar ile Cizelge 8.2’de kargilagtinlmigtir.
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Kesit
PO
) Y S——
0.00125  ¢.0025 H(sa)
Ucgen impuls yiik
Sekil 8.10. Silindirik helisel yay ve dinamik yiik tipi
Cizelge 8.2. Dogal Frekanslar (Hertz), (SEY: Sonlu elemanlar yéntemi, TMM:
Tagima matrisi metodu, TFY: Tamamlayici fonksiyonlar yéntemi)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Mottershead (1980)P=r=l 391.0 391.0 459.0 528.0 878.0 8780 906.0 -  1282.0 1386.0
Mottershead (1980)%Y  396.0 397.0 469.0 532.0 887.0 9000 - - - -
Pearson (1982)™ 394.9 397.6 456.4 5183 859.7 874.7 902.2 1023.7 1293.4 13519
Yildirim (1996)™ 393.5 395.9 462.8 525.5 864.0 876.8 914.3 1037.0 1310.5 1363.8
Yildirm (1999a) 393.4 396.0 462.7 525.6 863.7 8766 - - - -
ANSYS (80 eteman) SEY 400.2 4029 481.5 545.2 886.3 898.1 949.3 1075.2 1360.7 1408.8
ANSY'S (200 cleman) SEY 394.5 397.1 465.7 528.7 867.3 880.2 919.1 1043.2 1318.4 13713
ANSYS (500 cloman) SEY 393.6 396.2 463.2 526.1 864.2 8773 9144 1038.2 1311.4 1365.4

Bu Caligma™" 393.4 395.9 462.7 525.6 863.6 876.8 913.5 1037.2 1310.4 1364.3

Bu g¢aligmada bulunan sonuglann literatiirdeki sonuglar ile uyum iginde
oldugu goriilmektedir. Cizelge 8.2 incelendiginde, sonlu elemanlar yontemine dayali
ANSYS program: ile yiizlerce eleman alinmasi halinde ancak istenilen hassasiyette

sonuglar elde edilebilmigtir.
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Bu tezde sunulan modelin serbest titregim problemi iizerinde gegerliliZini test
ettikten sonra, zorlanmus titresim analizi yapilmustir. Bu problemin zorlanmus titregim
analizi ilk defa burada yapilmustir. Yayin orta noktasina diisey dogrultuda, P=0.25 N
siddetinde Gg¢gen impulsif bir yilk uygulanmustir. Hesaplamalarda zaman artim
DT=25 us segilmistir. Konsol helis 6rneginde oldugu gibi, Laplace parametresi ve
zaman artimt etkilerini gostermek igin 7.6 sanmbk elastik helisin parametrik
analizleri yapilmistir. 7.6 sanmlik helisin orta noktasindaki diigey deplasmanlara ait
bu tezde bulunan sonuglar $ekil 8.11°de, ANSYS ile bulunan sonuclar 8.12’de
gosterilmigtir. Tamamlayict fonksiyonlar yéntemi (TFY) ile Laplace uzaymnda
yapilan ¢oziimlerde kaba zaman artimi ve az sayida Laplace parametresi kullanarak
bulunan sonuglar ile ¢ok kiigiik zaman artimi ve fazla sayida Laplace parametresi
kullanarak bulunan sonuglarin ¢akigtigi gorilmektedir. ANSYS ile yapilan
¢ozumlerde ise, 500 dogru eksenli eleman ve gok ¢ok kiiciik zaman artim alinmast
halinde ancak istenilen hassasiyette sonuglar elde edilebilmektedir.

0015
------ Bu Galisma (DT=0.0005 , N=32)
—oe—Bu Galisma (DT=0.00025 , N=64)
— 0010 —a—Bu Galigma (DT=0.000125 , N=128)
& Bu Gahigma (DT=0.000025 , N=512)
&
2]
o 0005
(0]
©
N
-]
N 0000
2
3
>
Qo
D 0005
'0-010 L T T 1 T
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012
Zaman (sn)

Sekil 8.11. 7.6 sanmbhk helisin orta noktasindaki diigey deplasman
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0015
------ ANSYS (DT=0.0005)
—o— ANSYS (DT=0.00025)
= 001 A\ —a—ANSYS (DT=0.000125)
g S ANSYS (DT=0.000025)
= -
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[
©
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>
N 0
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g
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'0.01 T 1 T L T 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012
Zaman (sn)

Sekil 8.12. 7.6 sarimlik helisin orta noktasindaki diisey deplasman

Yayin orta noktasindaki diisey deplasman ile z- eksenine goére dénmesi ve
ankastre ucundaki diisey kesme kuvveti ile Mz momentinin zamanla degigimleri

ANSYS programu ile kargilagtintmstir (Sekil 8.13-8.16).

0.020

0.015 - Bu Galigma

- - o - -ANSYS
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0.000

Boyutsuz Uz deplasmani

-0.005 -

-0.010

T

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
Zaman (sn)

Sekil 8.13. Yayin orta noktasindaki diisey deplasmamn zamanla degisimi
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0.0020

Bu Galigma
- - o - - ANSYS

0.0015 -

0.0000

z-ekseni etrafindaki boyutsuz dénme

-0.0020 J L T T T
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

Zaman (sn)

Sekil 8.14. Yayn orta noktasindaki donmenin zamanla degigimi
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Bu Galigma - - o - -ANSYS

0.0004 -
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Zaman (sn)

Sekil 8.15. Ankastre ugtaki diisey kesme kuvvetinin zamanla degigimi

73



8. SAYISAL UYGULAMALAR Faruk Firat CALIM

0.00015

Bu Caligma
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Sekil 8.16. Ankastre ugtaki momentin zamanla degigimi

Grafiklerden de goriilecegi gibi, TFY sonuglan ile sonlu elemanlar yontemi
sonuglan uyum icindedirler. Istenilen hassasiyette ¢oziim elde edebilmek igin,
problem sadece iki eleman ile modellenmesi yeterli iken ANSYS ile 500 dogru
eksenli ¢ubuk eleman ile modellenmesine ihtiyag duyulmaktadir. Ayrica, bu
cahigmada hazirlanan bilgisayar programmin iglem siiresi ANSYS’in iglem siiresinin
yaklagik onda biri kadardr.

8.3. iki Ucu Ankastre Yarim Sarimhik Helis

ki ucu ankastre yanm sanmlik helisel bir ¢ubuk burada gozéniine ahnmgtir
(Sekil 8.17). Iki ucu ankastre helisel gubuk kare kesitli olup d=12 cm, helisin
sarildign dairenin ¢apr a=200 cm, yiikselme agisi 0=25.52° ve malzeme ozellikleri;
p=7850 kg/m*® , v=0.3 ve E=2.06x10'"" N/m’ olarak segilmigtir. Serbest titregim
frekanslar, bu g¢alismada o6nerilen yontem ile ANSYS sonuglan Cizelge 8.3’de
kargilagtinilmigtir. ANSYS programi ile yiizlerce elemanla modellenmesi halinde

yeterli hassiyette sonuglar elde edilebilmektedir.
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d
7 d

Kesit

\P(t)

Py

Adim tipi yiik ¥en)

Sekil 8.17. Ara tekil yiiklii iki ucu ankastre helis ve dinamik yiik tipi
Cizelge 8.3. Dogal Frekanslar (Hertz)
(SEY: Sonlu elemanlar yontemi, TFY: Tamamlayici fonksiyonlar yontemi)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ANSYS (100 eleman) SEY 10.825 26.867 29.947 57.724 62.996 104.725 106.472 157.660 162.522 225.90

ANSYS (500 eleman) SEY 10.824 26.865 29.944 57.718 62.991 104.715 106.463 157.643 162.507 225.88

Bu Cahsmam 10.824 26.865 29.944 57.718 62.991 104.715 106.463157.643 162.506 225.87

Yayin orta noktasina diisey dogrultuda P,=10° N siddetinde adim tipi dinamik
tekil yik uygulanmugtr. Yaymn orta noktasindaki digey deplasman, z-ekseni
etrafindaki donme ile ankastre ugtaki diisey kesme kuvveti ve moment degerleni
ANSYS programmnin  sonuglan ile kargilagtinlmigtir  (Sekil  8.18-8.21).
Hesaplamalarda zaman artimu DT=0.002 sn olarak almmugtir.
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0.6

Bu Gaigma = 0-----: ANSYS

A Q)

o
o

o
a

Boyutsuz Uz deplasmani
o [e]
N w

o
-

NARARAN]

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
Zaman (sn)

Sekil 8.18. Helisin orta noktasindaki deplasmanin zamanla degigimi
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Sekil 8.19. Helisin orta noktasindaki donmenin zamanla degigimi
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Sekil 8.20. Ankastre ugtaki diigey kesme kuvvetinin zamanla degigimi
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Bu Caligma
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Sekil 8.21. Ankastre ugtaki Mz momentinin zamanla degigimi
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Iki ucu ankastre yanm sanmbk helisin bir kez de tniform dinamik yiik altinda
zorlanmg titre§im analizi yapilacaktir. Helisel cubuga disey dogrultuda q,=100 N/m
siddetinde {iniform yiik uygulanmugtir (Sekil 8.22).

q®

(sn)

Adim tipi yiik
a(t)
%
0.1 t(sn)
Dikdértgen impuls yitk

Sekil 8.22. Uniform yiiklii helisel gubuk ve dinamik yiik tipleri

Adim tipi ve dikdortgen impulsif yitk altinda iki ucu ankastre helisel gubugun
orta noktasindaki boyutsuz diisey deplasman ve ankastre ucundaki boyutsuz
momentin zamanla degisimleri grafik formda gosterilmektedir (Sekil 8.23-8.26).

Hesaplamalarda zaman artimi olarak 0.002 sn segilmigtir.
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A
NI RRNAN

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Zaman (sn)

Sekil 8.23. Adim tipi yiik etkisinde helisin orta noktasindaki diisey deplasmanin
zamanla degisimi
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Sekil 8.24. Adim tipi yiik etkisinde helisin ankastre ucundaki momentin
zamanla degisimi
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o
-

Sekil 8.25. Dikdortgen impulsif yiik etkisinde helisin orta noktasindaki diisey
deplasmanin zamanla degigimi
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Sekil 8.26. Dikdortgen impulsif yiik etkisinde helisin ankastre ucundaki momentin
zamanla degigimi
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8.4. Viskoelastik Malzemeli Konsol Helis

Kisim 8.1’de elastik malzeme igin ele alinan konsol helis, burada viskoelastik
malzemenin helis davramgina etkisini incelemek i¢in tekrar ¢Oziillmiistir. Adim tipi
yiik altinda gesitli soniim oranlan igin serbest ugtaki deplasman ve ankastre ugtaki
momentin zamanla degigsimleri hesaplanmig ve Sekil 8.27-8.28’de grafik formda

gosterilmistir.
20 e
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18 | o Viskoelastik-Dinamik (g=0.0002) a  Viskoelastik-Dinamik (g=0.002)
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Sekil 8.27. Adim tipi yiik altinda serbest ugtaki deplasmanin zamanla degisimi

Elastik-Statik  ----- Elastik-Dinamik
3 o Viskoelastik-Dinamik (g=0.0002) 4 Viskoelastik-Dinamik (g=0.002)
o Viskoelastik-Dinamik (g=0.02)

Boyutsuz Mz momenti
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Zaman (sn)

Sekil 8.28. Adim tipi yiik altinda ankastre ugtaki momentin zamanla degigimi
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Bu grafikler, elastik-statik, elastik-dinamik ve gesitli soniim oranlan igin
viskoelastik-dinamik durumlan igermektedir. Viskoelastik malzeme durumunda
dinamik davramig belli bir sire sonra sonimlenmekte ve statik degerine
yaklagmaktadir. Statik davramga erisme zamam soniim oram ile orantihdir. Séniim
oram arttikga hem dinamik davramgin genlifi azalmakta hem de davramig daha hizh
statik degerine ulagmaktadir. Viskoelastik malzeme halinde séniim etkisi dinamik
davranigin pik degerini azaltmaktadir.

Adim tipi ve siniis impuls tipi yiklemeler igin (Sekil 8.29), serbest ugtaki
deplasman, ankastre uctaki kesme kuvveti, My ve Mz egilme momentleri
hesaplanmugtir (Sekil 8.30-8.37). Bu grafiklerde g=0.02 soniim oram igin
viskoelastik-dinamik ve kuazi-statik davramglar ile elastik-statik ve elastik-dinamik

davramiglar arasindaki iligkiler incelenmigtir.

1P PO PSin(t 1/0.4)
P
Py
9
sn) 04 i(sm)
Adim tipi yik Siniizoidal impuls yiik

Sekil 8.29. Viskoelastik malzemeli konsol helis igin uygulanan dinamik yiik tipleri

.8 Bastik-Statik — — — — Kuazi-Statik (g=0.02)

------- Bastik-Dinamik ——e—— Viskoelastik-Dinamik (g=0.02)

Boyutsuz Uz deplasman
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Sekil 8.30. Adim tipi yiik altinda serbest ugtaki deplasmanin zamanla degisimi
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Sekil 8.31. Adim tipi yiik altinda ankastre ugtaki kesme kuvvetinin zamanla degi
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Sekil 8.32. Adim tipi yiik altinda ankastre ugtaki Mz momentinin zamanla degigimi
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Sekil 8.33. Adim tipi yiik altinda ankastre ugtaki My momentinin zamanla degisimi
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Sekil 8.34. Siniizoidal impulsif yiik altinda serbest ugtaki dugey

deplasmanin zamanla degisimi
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Sekil 8.35. Siniizoidal impulsif yiik altinda ankastre ugtaki kesme
kuvvetinin zamanla degigimi
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Sekil 8.36. Siniizoidal impulsif yiik altinda ankastre ugtaki
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Mz momentinin zamanla degigimi
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Elastik-Statk ~ ------ Elastik-Dinamik
8| | —e— Viskoelastik-Dinamik (g=0.02)

Boyutsuz My momenti
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Sekil 8.37. Siniizoidal impulsif yiik altinda ankastre ugtaki
My momentinin zamanla degisimi

Siniizoidal impulsif yiik etkisinde grafiklerde goriilen statik degerler, herbir t
am i¢in o andaki yiikiin sistem iizerine statik olarak etki ettirilmesi durumunda elde
edilen biyikliklerdir. Kuazi-statik davranig, sadece deplasman grafiklerinde
goriilmekte olup kesme kuvveti ve moment grafiklerinde ise statik davramsla iist Gste
diismektedir. Viskoelastik malzeme halinde dinamik davramg belli bir siire sonra
soniimlenmekte ve davramg statik deferine yaklagmaktadir. Statik yiikleme altinda
ankastre ugtaki Mz momenti sifirdir. Bununla birlikte dinamik yik altinda Mz
momenti, atalet kuvvetleri etkisiyle sifirdan farkh degerler almaktadir (Sekil 8.32,
Sekil 8.36).

8.5. Viskoelastik Malzemeli 7.6 Sarimhk iki Ucu Ankastre Helis

Kisim 8.2°de elastik malzeme igin ¢ozilen 7.6 sanmbik iki ucu ankastre helis,
burada viskoelastik malzemenin dinamik davramga etkisini incelemek icin tekrar
¢coziilmigtar. Helisel yayin orta noktasina etkiyen tiggen impulsif yitk altinda gesitli
soniim oranlan igin serbest ugtaki deplasman ve ankastre ugtaki momentin zamanla

degisimleri hesaplanmug ve Sekil 8.38-8.39°da grafik formda gosterilmigtir.
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Sekil 8.38. Yayin orta noktasindaki diisey deplasmamn zamanla degigimi

0.00020

0.00015

0.00000

Boyutsuz Mz momenti

-0.00010

-0.00015

Uggen impulsif yiik etkisinde grafiklerde goriilen statik degerler, herbir t am
icin o andaki yiikiin sistem iizerine statik olarak etki ettirilmesi durumunda elde
edilen biyiikliiklerdir. Viskoelastik malzeme durumunda dinamik davramg belli bir

siire sonra séniimlenmektedir.
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Sekil 8.39. Ankastre ucgtaki momentin zamanla degigimi

degerlerinde hizl bir sekilde azalma olmaktadir.
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Uggen impulsif yitk altinda serbest ugtaki deplasman ve donme ile ankastre
uctaki kesme kuvveti ve moment graﬁk formda gosterilmigtir (Sekil 8.40-8.43). Bu
grafiklerde g=0.0002 s6niim oram igin viskoelastik ve kuazi-statik davramglar ile

statik ve elastik-dinamik davranglar arasindaki iligki incelenmistir.
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Sekil 8.40. Helisin orta noktasindaki diigey deplasmamn zamanla degigimi
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Sekil 8.41. Helisin orta noktasindaki donmenin zamanla degigimi
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Sekil 8.42. Ankastre uctaki kesme kuvvetinin zamanla degisimi
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Sekil 8.43. Ankastre uctaki momentin zamanla degigimi

Kuazi-statik davrams, deplasman ve dénme grafiklerinde gorilmekte olup kesme

kuvveti ve moment grafiklerinde ise statik davramgla iist tiste diigmektedir.
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8.6. Kompozit Helisel Cubuk

Kisim 8.2°de izotrop malzemeden yapilmig iki ucu ankastre helisel ¢ubuk
problemi tek eksenli kompozit helisel gubuk olarak tekrar ele alinacaktir (Sekil 8.44).
Bu 6mek Yildinm (2001) tarafindan ele alinmus, aktif sarim sayisi, helisin yiikselme
agis1 ve silindirin sanldifi daire ¢apin tel gapina oranimin (D/d) serbest titregim

frekanslarina etkisi incelenmistir.

tek eksenli
fiber

matris

Sekil 8.44. Tek eksenli kompozit helisel gubuk kesiti

Cizelge 8.4°de verilen Carbon-epoxy’ malzemesinden yapilmig iki ucu
ankastre helisel yayin (D/d) oraninin ve aktif sarim sayisimn dinamik davramsa etkisi
aragtinlmigtir. Helisel yay daire kesitli olup ¢apt d=1 mm’dir. Helisin yiikselme agist
o=5° olup, D/d=5 ve D/d=10 oranlan igin serbest titregim frekanslar1 sirasiyla
Cizelge 8.5 ve Cizelge 8.6’da gosterilmistir.

Cizelge 8.4. Enine izotrop malzeme 6zellikleri

Koviar s-epory | Ao | o etzony
E, (N'm? 76x10° 144.8x10° 181x10°
E,=E; (N/'m?) 5.56x10° 9.65x10° 10.3x10°
G12=G13 (N/m?) 2.3x10° 4.14x10° 7.17x10°
Gas (N/m?) 1.618x10° 3.45x10° 3.433x10°
Viz= Vi3 0.34 0.3 0.28
Vo 0.718 0.399 0.5
p (kg/m%) 1460 1389.23 1600
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Cizelge 8.5. Carbon-epoxy® malzemesi igin serbest titregim frekanslar (Hertz)

(D/d=5)
Frekans | Aktif Sarim |Yildinm (2001)| ANSYS ANSYS Bu Calisma

No Sayisi (n) (TMM) (100 eleman)| (500 eleman) (TFY)

1 13344.82 13296.52 13287.50 13287.17
2 31418.87 31226.90 31217.20 31216.87
3 36954.71 36952.20 36927.17 36926.24
4 68439.02 68213.95 68195.48 68194.80
5 1 78187.39 77590.02 77547.84 77546.27
6 127977.00 127609.08 | 127558.75 127556.80
7 130211.55 | 130157.76 130155.76
8 189541.16 | 189465.41 189462.48
9 194672.00 | 194554.37 194549.66
10 2534685.31 | 253323.57 | 253317.93
1 2321.33 2341.81 2322.23 2321.43
2 4470.94 4510.24 4472.84 4471.31

3 51568.32 5191.32 5160.69 5159.43
4 5594.30 5611.99 5580.29 5578.99

5 4 6277.12 6328.51 6280.12 6278.14

6 6916.74 6967.71 6917.38 6915.31

7 8037.11 7986.15 7984.06

8 9325.49 9263.59 9261.05

9 9611.80 9535.66 0532.54
10 11654.96 11549.27 11544.92
1 1167.39 1209.14 1169.02 1167.39
2 2097.16 2123.25 2097.24 2096.17

3 2104.31 2125.24 2100.40 2099.37
4 2320.17 2403.44 2323.47 2320.23
5 8 3431.79 3553.59 3436.72 3431.98
6 4044.55 4137.35 4050.02 4046.38
7 4220.66 4122.16 4118.09
8 4405.79 4315.92 4312.24

9 4681.93 4540.42 4534.72
10 5454.37 5284.70 5277.79
1 771.67 841.18 780.08 777.66

2 1043.70 1063.40 1042.80 1041.95

3 1049.48 1072.87 1049.78 1048.85

4 1554.69 1684.17 1559.61 1554.72

5 12 2316.11 245462 2323.14 2316.02
6 2375.42 2472 47 2378.85 2375.71

7 - 2521.96 2410.58 2407.29

8 2954.61 2793.85 2787.35

9 3319.50 3076.73 3067.19
10 3855.95 3653.93 3645.05
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Cizelge 8.6. Carbon-epoxy® malzemesi i¢in serbest titresim frekanslan (Hertz)

(D/d=10)
Frekans| Aktif Sanim |Yildinm (2001)] ANSYS ANSYS Bu GCalisma

No Sayisi (n) (TMM) (100 eleman)| (500 eleman) (TFY)

1 3456.36 3446.39 3443.96 3443.87
2 8986.25 8918.99 8915.63 8915.52
3 0883.83 0864.95 0857.71 9857.44
4 22561.67 22460.11 22446.00 22445.49
5 1 23154.79 23012.54 23004.38 23004.10
6 41444.57 41153.79 41134.93 | 41134.27
7 45695.73 45677.65 45677.00
8 64763.44 64741.85 64741.11
9 72810.32 72773.35 72711.96
10 92109.42 92080.13 92079.08
1 584.97 590.17 585.17 584.97
2 1126.87 1136.71 1127.18 1126.79
3 1305.87 1313.46 1305.51 1305.19
4 1425.17 1430.93 1422.56 1422.22
5 4 1581.20 1593.72 1581.43 16580.93
6 1750.18 1762.32 1749.48 1748.97
7 2029.19 2016.26 2015.73
8 2455.81 2438.71 2438.01
9 2606.68 2583.81 2582.87
10 3173.96 3141.88 3140.56
1 294.18 304.84 294.59 294.18
2 531.22 537.64 530.90 530.62

3 532.54 538.31 531.89 531.62
4 584.72 605.97 585.54 584.71

5 8 864.85 895.85 866.02 864.81

6 1024.57 1047.87 1024.98 1024.03
7 1063.29 1037.75 1036.70
8 1117.39 1094.52 1093.58
9 1181.79 1145.96 1144.52
10 1376.01 1332.56 1330.79

Yildinm (2001) tarafindan yapilan ¢aligmada ilk alt1 frekans degeri

hesaplanmugtir. Cizelge 8.5-8.6 incelenirse serbest titregim frekanslanmn literatiir ile

uyum iginde oldugu gorilir. ANSYS programu ile ¢6ziim yapilirken aktif sarim

sayis1 ile orantii olarak problemi daha fazla sayida elemana bolerek modellemek

gerekmektedir. D/d oram ve aktif sanim sayisi arttik¢a frekans degeri kiigiilmektedir.

Cizelge 8.4’de verilen Carbon-epoxy' ve Kevlar malzemeleri igin serbest

titresim frekanslan Cizelge 8.7-8.8’de gosterilmektedir.
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Cizelge 8.7. Carbon-epoxy' malzemesi igin serbest titresim frekanslan (Hertz)

D/d=5 D/d=10
Frekans | Aktif Sanm ANSYS ANSYS
No Sayist (n) | (500 eleman) Bu Galigma (500 eleman) Bu Galigma
1 11337.20 11336.91 2976.60 2976.52
2 28514.74 28514.46 8367.61 8367.51
3 31517.08 31516.25 8475.18 8474.94
4 59082.49 59081.92 19372.29 19371.80
5 1 65984.43 65982.98 21014.39 21014.14
6 109640.47 109594.67 | 35506.77 355086.10
7 109891.79 109889.93 | 41181.53 41180.93
8 158636.24 158633.65 §5684.61 55683.85
9 166074.37 166070.13 | 64919.49 64918.15
10 210872.68 210867.84 | 78792.76 78791.72
1 1894.60 1893.94 477.42 477.25
2 3654.52 3653.27 920.98 920.66
3 4260.95 4259.90 1077.58 1077.30
4 4681.96 4680.86 1193.21 1192.91
5 4 5144.70 5143.08 1295.55 1295.14
6 5710.43 5708.74 1446.79 1446.35
7 7553.10 7551.11 1922.37 1921.86
8 8329.29 8327.13 2194.70 2194.10
9 8559.45 8556.69 2373.65 2372.78
10 10267.87 10263.96 2858.65 2857.41
1 953.50 952.16 240.28 239.94
2 1747 .47 1746.28 442 .39 442.16
3 1753.62 1752.77 444.22 444.00
4 1895.82 1893.16 477.79 477.11
5 8 2805.95 2802.06 707.09 706.10
6 3347.73 3344.59 846.76 845.94
7 3566.87 3563.99 906.19 905.44
8 3726.34 3721.79 940.87 939.72
9 3998.17 3994.04 1005.02 1003.97
10 4328.27 4322.57 1091.47 1090.02
1 636.34 634.35 160.35 159.84
2 866.20 865.51 218.28 218.10
3 871.33 870.58 219.61 219.41
4 1272.16 1268.14 320.59 319.57
5 12 1896.09 1890.17 477.81 476.29
6 1976.54 1973.94 500.00 499.33
7 2009.52 2006.90 508.78 508.10
8 2511.98 2504.17 633.08 631.09
9 2678.46 2672.22 673.01 671.43
10 3000.05 2992.22 756.77 754.74
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Cizelge 8.8. Kevlar 49-epoxy malzemesi igin serbest titresim frekanslan (Hertz)

D/d=5 D/d=10
Frekans | Aktif Sanm ANSYS ANSYS
No Sayisi (n) | (500 eleman) Bu Galisma {500 eleman) Bu Galisma
1 8179.43 8179.22 2141.95 2141.89
2 20336.54 20336.34 5939.02 5938.95
3 22748.66 22748.06 6109.26 6109.08
4 42544.15 42543.06 13957.40 139857.05
5 1 47654.10 47653.06 14991.97 14991.79
6 79019.81 79018.66 25581.14 25580.67
7 79643.53 79642.21 29448.54 29448.12
8 114867.42 114865.56 40142.64 40142.11
9 119871.07 119868.03 46509.03 46508.08
10 152835.84 152832.35 56851.67 56850.91
1 1377.41 1376.93 347.09 346.97
2 2656.30 2655.38 669.41 669.18
3 3092.29 3091.52 782.06 781.86
4 3389.46 3388.66 863.88 863.67
5 4 3737.92 3736.74 941.29 940.99
6 4143.48 4142.25 1049.46 1049.15
7 5357.47 5356.05 1360.58 1360.22
8 5954.38 5952.82 1570.17 1669.73
9 6123.35 6121.37 1690.71 1690.09
10 7356.15 7353.35 2038.93 2038.05
1 693.24 692.27 174.70 174.45
2 1266.15 1265.51 320.58 320.42
3 1270.38 1269.77 321.79 321.63
4 1378.26 1376.33 347.35 346.86
5 8 2039.73 2036.91 514.01 513.29
6 2429.22 2426.96 614.49 613.90
7 2581.49 2579.40 655.77 655.23
8 2706.47 2703.15 683.32 682.48
9 2828.63 2825.72 711.07 710.33
10 3144.64 3140.50 792.99 791.93
1 462.64 461.20 116.58 116.21
2 628.00 627.50 168.25 168.12
3 631.80 631.25 159.23 159.09
4 924.91 921.99 233.08 232.33
5 12 1378.43 1374.14 347.36 346.26
6 1432.97 1431.09 362.49 362.00
7 1456.13 1454.22 368.65 368.16
8 1826.04 1820.36 460.20 458.76
9 1893.22 1888.81 475.67 474.55
10 2179.21 2173.57 549.75 548.28
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8. SAYISAL UYGULAMALAR Faruk Firat CALIM

Cizelge 8.7-8.8 incelendiginde ANSYS sonuglant ile bu ¢alismada sunulan
modelin sonuglan birbirleri ile uyum i¢inde oldugu goériilmektedir. D/d oram ve aktif
sanm sayisi arttikga frekans degeri azalmaktadir. Cizelge 8.4’de verilen malzemeler
iginde Carbon-epoxy” malzemesi en biiyiik frekans degerini vermektedir.

Cizelge 8.4’de verilen ii¢ ayn malzeme, ¢esitli D/d oranlan ve aktif sanim
sayllart igin serbest titresim analizi yapildiktan sonra zorlanmug titregsim analizi
yapilmigtir. Helisel yaymn orta noktasna P,=1 N siddetinde adim tipi dinamik yiik
uygulanmigtir. Cesitli enine izotrop maliemeler icin aktif sannm sayis1 ve D/d
orammn dinamik davramsa etkisi incelenmistir. Carbon-epoxy' malzemesinden
yapilmig gubuk, aktif sarim sayist n=1, D/d=5 ve D/d=10 oranlan i¢in helisel yayin
orta noktasindaki deplasman ve donme ile ankastre ugtaki kesme kuvveti ve
momentin zamanla degigimleri Sekil 8.45-8.52’de gosterilmektedir. Hesaplamalarda
D/d=5 oram i¢in zaman artim: DT=1x10" sn ve D/d=10 oram i¢in DT=2.5x10" sn
~ segilmigtir.

BuGalgma = =  -----: ANSYS

||

Uz deplasmani (m)

SRREEE

ARRARRRRRN

—

0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001
Zaman (sh)

(=}

Sekil 8.45. D/d=5 ve n=1 i¢in yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy")
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BuGaligma  -----: ANSYS
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Zaman (sn)

Sekil 8.46. D/d=5 ve n=1 i¢in yayin orta noktasindaki dénmenin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy")
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Zaman (sn)

Sekil 8.47. D/d=5 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki kesme kuvvetinin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy")
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0.0004
0.0003
00002 { % &
E
<. 0.0001
:E"‘
€ 00000
£
00001
E {
-00002 {:
-0.0003 -
-0.0004 : : ; ,
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Zaman (sn)
Sekil 8.48. D/d=5 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki momentin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy")
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| BuGaligma - ----- ANSYS |
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Zaman (sn)

Sekil 8.49. D/d=10 ve n=1 igin yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy')
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z-ekseni etrafindaki dénme (rad)

Kesme kuvveti Tz (N)
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Sekil 8.50. D/d=10 ve n=1 igin yayin orta noktasindaki dénmenin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy’)
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BuGaigma  -----: ANSYS
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Zaman (sn)

Sekil 8.51. D/d=10 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki kesme kuvvetinin
zamanla degigimi (Carbon-epoxy')
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0.0015

§

Mz momenti (Nm)
(@)

g

0 0.002 0.004 0.005 0.008 0.01
Zaman (sn)

Sekil 8.52. D/d=10 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki momentin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy')

Carbon-epoxy' malzemesi ve D/d=5, D/d=10 oranlan igin iki ucu ankastre
helisel gubugun deplasman ve kesit tesirleri $ekil 8.45-8.52 grafiklerinde ANSYS
sonuglan ile karsilagtinlmig ve iki farkh yontemle bulunan sonuglanin uyum iginde
oldugu gorilmigtir. Sekil 8.45 ve Sekil 8.49 incelendiginde, D/d oram arttikga
deplasman genlikleri ve titregim periyotlan da artmaktadir.

Carbon-epoxy' malzemesi igin D/d=5, D/d=10 oranlan ve aktif sanm
sayisimn n=1, 4, 8, 12 olmas: hallerinde helisel yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degigimleri Sekil 8.53-8.54"de gosterilmektedir.
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Zaman (sn)

Sekil 8.53. D/d=5 igin farkh sarim sayilan igeren helisin orta noktasindaki
deplasmanin zamanla degisimi (Carbon-epoxy")

n={ -----. n=4 a n=8 ° FZJ

0.014

Uz deplasmani (m)

Zaman (sn)

Sekil 8.54. D/d=10 i¢in farkli sanm sayilan igeren helisin orta noktasindaki
deplasmanin zamanla degigimi (Carbon-epoxy')

Yukandaki grafiklerden gorildigi gibi aktif sanm sayist ve D/d oram
arttikca hem deplasman genlikleri hem de titresim periyotlart artmaktadir. D/d oram
arttik¢a helisin rijitligi azalmaktadir.
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Benzer sekilde Carbon-epoxy’ malzemesi igin iki ucu ankastre helisel
¢ubugun n=1 aktif sanm sayis1 ve D/d=5 ile D/d=10 oranlan igin yayn orta
noktasindaki deplasman ve donme ile ankastre ugtaki kesme kuvveti ile momentin

zamanla degisimleri grafik formda Sekil 8.55-8.62’de gosterilmektedir.

g
AR AR NRRAAT]

Zaman (sn)

Sekil 8.55. D/d=5 ve n=1 igin yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy?)
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Zaman (sn)

Sekil 8.56. D/d=5 ve n=1 i¢in yaymn orta noktasindaki donmenin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy?)
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Mz momenti (Nm)

05

0.0

=z :
g 1Y
N '\
= o5
©
>
>
-
Xz
o -1.0 A
£ .
m ¥ ]
q) » N Y]
¥ N ¥

154 .'.'
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Zaman (sn)

Sekil 8.57. D/d=5 ve n=1 igin ankastre ugtaki kesme kuvvetinin

zamanla degigimi (Carbon-epoxy?)

0.0006

0.0004 |

0.0002 -

0.0000 -

-0.0002 {¥

-0.0004 |

-0.0006 T

-7 ue

LR SN

0 0.0002

0.0004

T

0.0006

Zaman (sn)

0.0008 0.001

Sekil 8.58. D/d=5 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki momentin

zamanla degigimi (Carbon-epoxy?)
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8. SAYISAL UYGULAMALAR Faruk Firat CALIM
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Zaman (sn)

Sekil 8.61. D/d=10 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki kesme kuvvetinin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy?)
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Zaman (sn)

Sekil 8.62. D/d=10 ve n=1 igin ankastre ugtaki momentin
zamanla degisimi (Carbon-epoxy?)

Carbon-epoxy® malzemesi i¢in D/d=5, D/d=10 oranlart ve aktif sanm @\‘,\
_ - { depl L\
sayismn n=1, 4, 8, 12 olmast hallerinde yayin orta noktasindaki deplasmamn * @
zamanla degisimleri Sekil 8.63-8.64’de gosterilmektedir. *Q

W
ﬂ%‘g@
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Uz deplasmani (m)

Zaman (sn)

Sekil 8.63. D/d=>5 igin farkli sanim sayilan igeren yaymn orta noktasindaki
deplasmanin zamanla degisimi (Carbon-epoxy?)
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Zaman (sn)

Sekil 8.64. D/d=10 igin farkh sanim sayilan igeren yayin orta noktasindaki
deplasmanin zamanla degigimi (Carbon-epoxy?)

Sekil 8.63-8.64’de goruldign gibi aktif sanm sayisi ve D/d oram arttikga hem
deplasman genlikleri hem de titresim periyotlan artmaktadir.
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Cizelge 8.4’de verilen Kevlar-epoxy malzemesi igin iki ucu ankastre helisel
cubugun aktif sanm sayis1 n=1 ve D/d=5 ile D/d=10 oranlan igin yaymn orta
noktasindaki deplasman ve donme ile ankastre ucundaki kesme kuvveti ve momentin

zamanla degisimleri grafik formda asagida verilmektedir.
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Zaman (sn)

Sekil 8.65. D/d=5 ve n=1 i¢in yayn orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degisimi (Kevlar-epoxy)
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Zaman (sn)

Sekil 8.66. D/d=5 ve n=1 i¢in yaymn orta noktasindaki dénmenin zamanla degigimi
(Kevlar-epoxy)
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Zaman (sn)
Sekil 8.67. D/d=5 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki kesme kuvvetinin
zamanla degigimi (Kevlar-epoxy)
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Sekil 8.68. D/d=5 ve n=1 i¢gin ankastre ugtaki momentin
zamanla degigimi (Kevlar-epoxy)
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Zaman (sn)

Sekil 8.69. D/d=10 ve n=1 igin yaymn orta noktasindaki deplasmamn
zamanla degisimi (Kevlar-epoxy)
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Zaman (sn)

|

Sekil 8.70. D/d=10 ve n=1 igin yayin orta noktasindaki donmenin
zamanla degisimi (Kevlar-epoxy)
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Sekil 8.71. D/d=10 ve n=1 i¢in ankastre ugtaki kesme kuvvetinin

zamanla degisimi (Kevlar-epoxy)
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Zaman (sn)

Sekil 8.72. D/d=10 ve n=1 igin ankastre ugtaki momentin

zamanla degigimi (Kevlar-epoxy)

Sekil 8.65-8.72°de goriildigi gibi Kevlar-epoxy malzemesi igin bu ¢aliymada

bulunan sonuglar ile ANSYS sonuglari uyum igendedirler.
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Kevlar-epoxy malzemesi i¢in D/d=5, D/d=10 oranlan ve farkl aktif sarim
sayllanm igeren yaym orta noktasindaki deplasmamin zamanla degisimleri Sekil
8.73-8.74°de sunulmaktadir.

n=l  -ee--. n= a n=8 o n=12

Uz deplasmani (m)

0.003
Zaman (sn)

Sekil 8.73. D/d=>5 i¢in farkh sarim sayilanim igeren yayin orta noktasindaki
deplasmanin zamanla degisimi (Kevlar-epoxy)

Uz deplasmani (m)

Zaman (sn)

Sekil 8.74. D/d=10 i¢in farkh sarim sayilarin igeren yayin orta noktasindaki
deplasmanin zamanla degisimi (Kevlar-epoxy)

Sekil 8.73-8.74°de goriilecegi gibi D/d oram ve aktif sanm sayis1 arttik¢a

deplasman genlikleri ve titregim periyotlar: artmaktadir.
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D/d=5, D/d=10 oranlan ve farkli sanm sayilani igin yaym orta noktasindaki

deplasmanin zamanla degisimleri, ii¢ gesit enine izotrop malzeme igin aym grafik

tizerinde kargilagtinimigtir (Sekil 8.75-8.82).

Carbon-epoxy 2 ~——— Keviar-epoxy
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Sekil 8.75. D/d=5 ve n=1 igin yayin orta noktasindaki deplasmanin zamanla degigimi
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Sekil 8.76. D/d=5 ve n=4 i¢in yaym orta noktasindaki deplasmanin zamanla degigimi
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Carbon-epoxy 2 ——e—— Keviar-epoxy

Uz deplasmani (m)

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
Zaman (sh)

Sekil 8.77. D/d=5 ve n=8 i¢in yayn orta noktasindaki deplasmanin zamanla degisimi

:

[ ------ Carbon-epoxy 1 Carbon-epoxy 2 ———— Keviar-epoxy I

Uz deplasmani (m)
o o o o o o o
3§ 2 8 8 § ¢

]

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
Zaman (sn)

(=]

Sekil 8.78. D/d=5 ve n=12 igin yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degisimi
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Zaman (sn)

Sekil 8.79. D/d=10 ve n=1 igin yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degigimi
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Zaman (sn)

Sekil 8.80. D/d=10 ve n=4 i¢in yayin orta noktasindaki deplasmanin
zamanla degigimi
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Sekil 8.81. D/d=10 ve n=8 i¢in yayin orta noktasindaki deplasmann
zamanla degisimi
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Sekil 8.82. D/d=10 ve n=12 igin yayin orta noktasindaki deplasmamn
zamanla degigimi

Geometri ve yiiklemesi aym olan gubuk malzemesi hallerinde D/d oram ve
aktif sanim sayisi arttikga hem deplasman genlikleri hem de titresim periyotlan
artmaktadir. Tlgili ¢izelgeler incelendiginde, sirasiyla Carbon-epoxy?, Carbon-epoxy’
ve Kevlar-epoxy malzemeleri igin en biiyiik frekans degerlerini vermektedir. Buné
karsin Sekil 8.75-8.82 incelendiginde sirasiyla Kevlar-epoxy, Carbon-epoxy' ve
Carbon-epoxy® malzemeleri igin en bityitk deplasman genliZi ve titresim periyodunu

vermektedir.
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8.7. Capraz Elyaf Takviyeli (Cross-Ply) Tabakadan Yapilmis Konsol Helis

Kesiti ii¢ tabakadan meydana gelen konsol helis ele ahinmaktadir. Kare kesitli
konsol helis d=12cm, helisin sanldif: dairenin yangapt a=200 cm, yiikselme agisi
a=25.52° ve tabakalann izotropik oldufu durumda malzeme &zellikleri;
E=2.06x10"" N/m? , p=7850 kg/m’ ve v=0.3 olarak segilmektedir. Enine izotrop
malzeme 6zellikleri Cizelge 8.4’de verilmektedir. Coziimlerde dik koordinat
sisteminde hesaplanan rijitlik (stiffness) terimlerinin hareketli dik koordinat
sisteminde degisimi ihmal edilmigtir. Tabakalar x, eksenine gore simetrik olacak
sekilde yerlestirilmektedir (Sekil 8.83). Fiber dogrultu agilan 0° olarak segilmigtir.
Sekil 8.83’de goriilen dort ayn hal igin serbest ve zorlanmug titresim analizi

yapilmstir.

X3 4

: [
{ / Kevlar
] 9

epoxy

%3

X2

VAN

Izotropik <

X1

X1

Hal 1

Kevlar-cpoxy — |

Carbon-cpoxy' —

Kevlar-epoxy —

X1

Hal 3

Sekil 8.83. Kesitin tabaka durumlan
Kesitin dort ayn tabaka durumu igin serbest titresim frekanslan Cizelge
8.9’da gosterilmektedir.
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Cizelge 8.9. Serbest titresim frekanslan (Hertz)

Frekans No | HAL1 HAL 2 HAL 3 HAL 4
1 2.227 1.117 1.195 1.309
2 2.394 3.037 3.363 3.572
3 8.051 6.945 7.566 8.094
4 8.385 11.136 12.441 13.163
5 25.665 23.699 25.484 27.178
6 29.883 38.469 42.908 45.424
7 57.907 58.048 62.202 66.122
8 63.645 80.577 89.678 95.185
9 101.808 | 108.578 116.407 123.580
10 108.610 | 134.585 149.785 159.583

Konsol helisin serbest titregim frekanslan hesaplandiktan sonra, helisin serbest ucuna

P,=1 N siddetinde adim tipi dinamik yilk uygulanarak zorlanmig titregim analizi

yapimigtir. Kompozit c¢ubuk teorisinde elde edilen malzeme matrisleri, kesitin

geometrik merkezinden gegen ve tabakalara paralel eksene gore (x2-ekseni) elde

edilmektedir. Ancak biitiin yiiklemelerin x3 dogrultusunda olmasi halinde kesitin x;

eksenine gore egilmesi sozkonusu olacaktir. Bundan dolayr yiiklemeler x; ekseni

dogrultusundadir. Bu halleri

iceren, konsol helisin serbest ucundaki disey

deplasmanin zamanla degigimi Sekil 8.84’de grafik formda gosterilmektedir.

0.0010 l

HAL 1

—e—HAL2

g

Uz deplasmani (m)
o ©
8

§

:

Zaman (sn)

Sekil 8.84. Serbest uctaki diigey deplasmanin zamanla degigimi

Sekil 8.84 incelendiginde, x, ekseni etrafindaki egilmeye gore en esnek kesit

2. halde olmakta sonra sirasiyla 3., 4. ve 1. haller gelmektedir. Cubuk geometisi ve

yikkleme aynt kaldigi halde kesitin esnekligi azaldikga hem deplasman genlikleri hem

de titresim periyotlar azalmaktadir.
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8.8. Capraz Elyaf Takviyeli Tabakadan Yapilms iki Ucu Ankastre Helis

Kesiti Ui¢ tabakadan meydana gelen iki ucu ankastre yanim sarimlik helis
burada ele alinmugtir. Helis dikdortgen kesitli olup kesit genigligi b=0.0762 m, kesit
yiksekligi h=0.2286 m’dir. Helisin sanldifi dairenin yangapt a=200 cm, yiikselme
agist 0=25.52° ve tabakamn izotropik oldugu durumda malzeme 6zellikleri;
E=68.9x10° N/m? , p=7850 kg/m® ve v=0.3 olarak verilmektedir. Tabakanin
ortotropik olmasi halinde ise malzeme sabitleri; elastisite modiilleri E;;=39.3x10°
N/m?, Ez=152x10° N/m%, E33=22.9x10° N/m? kayma modilleri Gi;=29.3x10°
N/mz, Gi3=1.6x10° N/mz, G23=4.1x10° N/m*® ve Poisson oranlan v12=0.613,
v15=0.265, v23=0.209 ve p=7850 kg/m’ olarak secilmistir. Bu izotropik ve ortotropik
malzeme Ozellikleri, literatiirde diizlemsel dogru eksenli ¢ubuklarin serbest titregim
frekanslarim hesaplamak igin kullandmugtir (Yildinm, 1999b). Coézimlerde dik
koordinat sisteminde hesaplanan rijitlik (stiffness) terimlerinin hareketli dik
koordinat sisteminde degisimi ihmal edilmigtir. Tabakalar x, eksenine gore simetrik
olacak gekilde yerlestirilmektedir (Sekil 8.85). Fiber dogrultu agilan 0° olarak
segilmigtir. Sekil 8.85°de goriilen ii¢ ayn hal igin serbest ve zorlanmg titregim

analizleri yapilmgtir.

Ortotropik —
Izotropik —
Ortotropik —

Ortotropik <

X1

X2

X1 Hal3
Sekil 8.85. Kesitin tabaka durumlan
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U¢ farkh kesit durumu igin serbest titresim frekanslan Cizelge 8.10°da

gosterilmektedir.

Cizelge 8.10. Serbest titregim frekanslan (Hertz)
Frekans No | HAL 1 HAL 2 HAL 3

1 5.530 6.067 7.308

2 10.970 11.785 14.724

3 13.776 15.330 18.276

4 25.877 28.747 35.924

5 27.091 30.251 36.346

6 42.256 47.236 55.999

7 47.099 55.148 70.582

8 62.111 69.578 82.786
9 72.118 87.937 107.233
10 83.087 94.697 119.878

Ayrica helisin orta noktasina P,=1 N siddetinde adim tipi dinamik yiik uygulayarak
zorlanmug titresim analizi yapilmustir. Bu halleri igeren helisin orta noktasindaki

dusey deplasmanin zamanla degisimi Sekil 8.86°da grafik formda gésterilmigtir.
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Sekil 8.86. Helisin orta noktasindaki diigey deplasmanin zamanla degisimi

Sekil 8.86 incelendiginde, x, ekseni etrafindaki egilmeye goére en esnek kesit
1. halde olmakta sonra sirastyla 2. ve 3. haller gelmektedir. Cubuk geometisi ve
yiikklemesi ayni kaldigi halde kesitin esnekligi azaldikca hem deplasman genlikleri
hem de titregim periyotlan azalmaktadir.
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9. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, izotropik, anizotrbpik ve elastik, viskoelastik malzemeden yapilmg
egri eksenli gubuk sistemlerin dinamik davramglar etkin bir yéntem kullandarak ayn
ayn ele alinmigtir. Zamanla degisen yiikler altinda uzaysal egri eksenli gubuklarin
zorlanmug titresimi Laplace uzaymmda incelenmistir. Serbest titresim, zorlanmug
titresimin o6zel hali olarak ele alinmustir. Timoshenko kiris teorisi kullamlarak elde
edilmis egri eksenli ¢ubuklar: idare eden denklemler, silindirik helisel gubuklar igin
tekrar diizenlenmigtir. Formiilasyonda, c¢ubuk ekseninin egriligi, dénme ataleti,
eksenel ve kayma deformasyonu etkileri gozoniine alnmgtir. Laplace uzayinda
kanonik formda elde edilen adi diferansiyel denklemler, problemin dinamik rijitlik
matrisini hesaplayabilmek i¢in tamamlayici fonksiyonlar yontemi yardimiyla sayisal
olarak ¢oziilmektedir. Bu, genel siir sartlarina sahip problemlerin ¢éziimiinde biiyiik
kolayhklar saflayacaktir. Tamamlayict fonksiyonlar yontemine (TFY) dayal
baglangic deger probleminin ¢6zimii i¢in besinci mertebe Runge-Kutta (RKS5)
algoritmas: kullamlmgtir. Laplace uzaymnda elde edilen ¢oziimler, etkin bir sayisal
ters Laplace teknigi ile zaman uzayina donistirilmigtiir. Degisken katsayith adi
diferansiyel denklemler, uygun integrasyon adim aralifi segilerek tamamlayici
fonksiyonlar yontemi ile Laplace wuzayinda istenildigi kadar kesin olarak
¢ozilebilmektedir.

Lineer viskoelastik malzemeden yapilmig silindirik helisel ¢ubuklann
dinamik davraniglann da Laplace uzayinda TFY ile incelenmistir. Viskoleastik
malzeme durumunda, elastik-viskoelastik anolojisi yardimiyla, malzeme sabitleri
Laplace uzayinda koinpleks karsitlar1 ile yerdegistirilmektedir. Formiilasyonda, hem
elastisite modiilii hem de Poisson orammin kompleks kargitlan kullanidmaktadir.
Coziimlerde, Kelvin viskoelastik séniim modeli uygulanmugtir.

Bu tezde ayrica, simetrik capraz elyaf takviyeli tabakadan ve ortotropik
malzemeden yapimug silindirik helisel gubuklarin serbest ve zorlanmug titresim
analizleri de etkin bir yontem olan TFY ile yapilmstir.

Lineer elastik, viskoelastik ve anizotropik malzeme hallerini igeren, zamanla

degisen yiikler altinda silindirik helisel gubuklarin analizini yapmak igin
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FORTRANT77 dilinde genel amagh bilgisayar programlan hazirlanmgtir. Hazirlanan
bilgisayar programu ile literatiirde verilen gesitli 6rnekler ¢ozilmiis ve ANSYS
programi sonuglan ile kiyaslamalar yapilmigtir. Bulunan sonuglarin hem literatiir
hem de ANSYS sonuglarn ile uyum iginde oldugu gésterilmistir.

Sonlu elemanlar yontemine dayalh ANSYS programu ile yiizlerce elaman
kullanarak ancak yeterli hassasiyette sonuglar elde edilebilmistir. Zorlanmis titresim
analizleri ANSYS programinda Newmark adim adim integrasyon yontemi ile zaman
uzayinda yapilmaktadir. Adim adim integrasyon ile ¢oziim yaparken zaman artimimn
secimi 6nem arzetmektedir. ANSYS ile ¢6ziim yaparken uygun zaman artim
secilemedigi takdirde hatali sonuglar elde edilmektedir.

Bu tezde haazrlanan bilgisayar programm ile Laplace uzayinda ¢6ziim
yaparken titresim peryodunun onda biri veya beste biri kadar araliklarla zaman artim
secilerek giivenilir ¢oziimler elde edilmektedir. Sayisal uygulamalarda, kaba zaman
artimu ve az sayida Laplace parametresi kullanilarak bulunan sonuglar ile ¢ok kiigiik
zaman artimi ve fazla sayida Laplace parametresi kullamlarak bulunan sonuglarin
degismedifi gosterilmistir ki bu, Onerilen ¢ozim yOnteminin  etkinlidini
gostermektedir. Sistem davramgim idare eden diferansiyel denklemler, bu tezde
uygun integrasyon adim aralifi segilerek TFY ile istenilen hassasiyette kesin olarak
¢ozilmiigtir. Aynca, bu tezde hazirlanan bilgisayar programimn iglem siiresi
ANSYS’nin iglem siiresinden ¢ok daha kisa olmaktadir.

Viskoelastik malzeme halinde helisel gubuklarin dinamik davrams belli bir
slire sonra soniimlenmekte ve statik deferine yaklagmaktadir. Statik degere ulasma
zamam soniim oram ile orantih olmaktadir. S6niim oram arttik¢a davramg genlikleri
hizh ktigiilmekte ve daha kisa siirede statik degerlerine yaklagmaktadir.

Tabakalanma gekline bagh olarak rijitlik arttikga titresim periyodlan ve
deplasman genlikleri kiigiilmektedir. Dolayisiyla dogal frekanslar artmaktadir. Sabit
yikselme agisi ile helisin sanldifn silindir ¢apimin tel ¢apina oram (D/d) ve aktif
sanm sayilan degistirilerek bunlann titresim frekanslarna etkileri aragtirilmugtir.
Enine izotrop malzemeden yapilmus helisel ¢ubuklarda D/d oram ve aktif sarim

sayilan arttik¢a deplasman genlikleri ve titregim peryodlan artmaktadir.
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Olay1 idare eden kismi diferansiyel denklemlere Laplace ve Fourier
dontgtimleri uygulanarak zamandan baZimsiz hale getirilmektedir. Diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri de basitlesmektedir. Fourier uzaymnda giivenilir ¢oziimler
elde edebilmek i¢in ¢ok fazla sayida doniigiim parametresi kullanmak gerekmektedir.
Laplace uzayinda ¢oziimlerde ise az sayida parametre ile daha giivenilir sonuglar
elde edilmektedir (Ek-D’ye bakiniz).
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EK A

BESINCI MERTEBE RUNGE-KUTTA ALGORITMASI

Bu tezde, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin 6nerilen Butcher’in beginci

mertebe Runge-Kutta (RKS5) yontemi (Chapra ve Canale, 1998) burada dzetlenmistir.

Vitl = Vi +9h—0(7k, +32k3 +12k 4 +32ks + Tkg) (A1)

Burada

ky = £x;.y;)

1 1
ky =f| xj +=h,yj +=kh
2 (xl 4 Yi 4 1)
k3_-f(xl+ hyl-f- klh+ kzh)

kg

f (xl +—h,y; ——k2h + k3h) (A2)

ks

i

f(xl+ h,y; + ——k1h+-9——k4h)
ke (

f Xl+h yl——klh-l- k2h ——k3h———k4h —ksh)

130



EKB
SAYISAL LAPLACE VE TERS LAPLACE DONUSUMLERI

B.1. Direk Laplace Doniigiimii

Sistem davramgim idare eden diferansiyel denklemlerdeki zamana bagh
tiirevlerden kurtulmak igin Laplace doniisiimiinden faydalanilacaktir.
Zamana bagh bir f{t) fonksiyonunun siirekli Laplace déniigiimi, t>0 igin,

L[f(t)]= F(z) ise,

F(z)=Tf(t)e"“dt B.1)

seklinde tammlanmaktadir. Burada 2z, Laplace doniigiim parametresini
gostermektedir. Zamana goére birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerin Laplace

déniigiimleri kapal olarak

Lff(t)]= zF(z)-£(0)

L ®)]= 22 F(2) - 2£0)- £0) (B.2)
seklinde yapilmaktadir. Bu ifadelerdeki ikinci ve iiglincii terimler t=0 amndaki
baslangi¢ sartlarim gostermektedir.

Dinamik problemlerin doniigmils uzayda ¢éziimleri igin, 6nce zamana bagh
yiik fonksiyonlarimin Laplace doniigiimii yapilmahdir. Bunun igin;

a) Analitik ifadeleri verilen bazi fonksiyonlarin Laplace doniigiimleri, kapali olarak
yapilabilmektedir. Kapali Laplace doniigiimleri Cizelge B.1’de verilmektedir.

b) Bazn f{t) yiikk fonksiyonlariin analitik ifadeleri karmasik olup, Laplace
déniigiimleri tablolardan bulunamamaktadir. Bu durumda, fonksiyonun sayisal
degerleri ayrik olarak hesaplanarak, doniigimleri FFT’ye dayali direk Laplace
yontemi ile yapilabilmektedir.

c) Deprem kayitlan veya deneysel olarak olgiilmiig ¢iktilarin, ancak belli zaman
araliklanindaki  sayisal deferleri  bilinmektedir. Bu durumlarda, ik

fonksiyonlariin Laplace dontigiimleri, ya sayisal direk Laplace donigim

131



yontemleri ile ya da fonksiyonun iki zaman aralifi arasinda lineer degistigi

kabulii ile analitik olarak yapilabilmektedir.

Cizelge B.1. Zamana bagh baz fonksiyonlarin kapah Laplace déniigiimleri

Tip Yiik Zamanla Degisim Laplace Doniigiim
No Tipleri f(t) F(z)
M)
1 | Adim Tipi P L}
z
t
. ) ) _
) Tmpuls1f " P, !l— e cz)
Dikdortgen . z
Impulsif o —cz 12
3 Ucgen P, P, l1-e 2 2
4 z c
c/2 c
Impulsif K
5 —C
4 Dik Uggen & \ Po 1 1-e*
o z 022
Impulsif ) p I noll + o= )
5 Siniis Fo Po = 2
. c“z“+m
N t
Periyodik ®© 2
6| 2 3 (-* U(t - 2k) =7
Dikdortgen k=0 z(l+e %)
Heaviside
e~252
7 Birim U(t—25)
z
Fonksiyonu
8 | Artan Si LSint &
" g
an Stds 2o (22 +1)2
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B.1.1. Analitik Laplace Doniisiimii

Iki zaman arahfinda dogrusal degistigi kabul edilen, f(t) fonksiyonunun
(Sekil B.1), Laplace doniigiimii,

N-1 i,
F)= % j f()e2tdt (B.3)
=0 t.

1

seklinde olmaktadir,

A f(t)

v
-

ti tiv1 tN

Sekil B.1. Yiik fonksiyonunun zamana gére degigimi

t; ve t;+; zaman aralifinda f{t) fonksiyonunun degisimi,
Af
f(t)=f(ti)+‘A_t(t_ti) (B.4)
olup, burada
Af =f(tj ) -f(t) 5 At=tjy -t (B.5)

seklinde ifade edilmektedir. (B.4) ve (B.5) esitlikleri yardimiyla, (B.3) ifadesindeki
integral,

j f(t)e*tdt = f(t,)j e Ztdt+A j (t-t;)e 2t dt (B.6)
4

l l
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olmaktadir. Bu integral, (B.3) ifadesinde yerine konulursa, yalmz bir z parametresi
i¢in direk déniigiim,

— N-1 1
Fz)= % —

i=1 z° At

[zAt{f(ti)e‘“i —f(tj,)e > tin }+ Af{e‘“i —¢ 2tin H B.7)

seklinde kapal olarak hesaplanmaktadir. Bu direk doniigiim, gesitli z Laplace
parametreleri i¢in tekrarlanacaktir.
B.1.2. FFT’ye Dayal Sayisal Laplace Doniigiimii
Zaman uzayinda, f(t) fonksiyonu,
f(t)=f(t), 0<t<T arahfiigin
f(t)=0, t<0 ve t>T arahg i¢in

ve bunun Laplace déniisiimii F(z),

. T
F(z) = [f(t)e 2t dt (B.8)
0
seklindedir. t =t = n At noktalarindaki f(t) nin ayrik degerleri igin,
.2nnk
— N-1 -1
F(z)=At ¥ [f(tn)e"atn ]e N (B.9)
n=0

seklinde yazlabilmektedir. Burada, z, = a+i2—,7;E k nminc Laplace doniisiim

parametresi ve At =§- dir. (B.9) ifadesi FFT algoritmasi (Brigham, 1974) (EK

C.16’ya bakimz) yardimiyla hesaplanabilmektedir.

Analitik ve FFT’ye dayah Laplace doniisiimlerini kiyaslamak i¢in El-Centro
deprem ivme kayitlan ele alinmigtir. (B.7) ve (B.9) ifadeleri yardimiyla, a=0.15 ve
T=40.96 sn alinarak hesaplanan Laplace donisimleri Cizelge B.2’de
gosterilmektedir. (B.7) ifadesi ile bulunan kesin sonuglar ile (B.9) ifadesi yardimiyla
bulunan FFT’ye dayali Laplace déniisim sonuglanmin ¢ok yakin oldugu
goriilmektedir. Analitik Laplace donisimii igin ¢ok fazla bilgisayar zamamn

almasindan dolay1 FFT algoritmasimin kullamimasi 6nerilmektedir.
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2 ]

14
o TRUT AT At R o
o i ‘

14 JHTH
£

2

3

-4 r T T T T T T

0 5 10 15 20 p] 30 35 40

Zaman (sn.) ; dt=0.02 sn
Sekil B.2. El-Centro 1940 depremine ait ivmenin K-G bilegeni

Cizelge B.2. El-Centro 1940 depremi ivmesinin K-G bilegenin Laplace déniigiimii

REEL KISIM SANAL KISIM
K | KESIN(B.7) | FFTile (B.9) KESIN (B.7) | FFTile (B.9)
1 -4.303144 -4.287670 0.000000 0.000000
5 0.312501 0.327028 4.217680 4.217531
10 -2.735737 -2.721142 12.019241 12.020045
15 38.102791 38.123826 38.369133 38.374017
20 9.271617 9.287093 -45.659397 -45.672384
25 31.381315 31.410220 10.205444 10.209520
30 -10.435297 -10.427390 3.779123 3.782307
35 9.148747 9.167934 -66.216705 -66.276346
40 -59.607410 -59.662696 25.761581 25.796236
45 24.980831 25.038158 77.610642 77.728069
50 36.295811 36.374070 -71.460632 -71.597743
55 -14.605548 -14.625770 -7.005114 -7.019088
60 -91.273529 -91.509028 -10.143133 -10.161105
65 29.907492 30.024245 65.409035 65.616935
70 49.280815 49.482740 20.637709 20.711119
75 27.786636 27.911369 -86.592743 -86.968217
80 -71.504059 -71.842269 -14.136853 -14.196191
85 -48.286270 -48.540078 -3.546331 -3.559119
90 13.464437 13.574518 86.762856 87.303446
95 30.374123 30.594791 -36.284058 -36.539751
100 19.713949 19.877778 -15.944781 -16.069645
150 30.926485 31.475970 -38.028030 -38.701735
200 22.801050 23.547089 31.071970 32.051067
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B.2. Sayisal Ters Laplace Doniigiim Yontemleri

Strekli ters Laplace doniigiimii

a-+ico
L—l[if(z)]=f(t)=.2.jE j F(2)e? dz (B.10)

a—loc
seklinde tarif edilmektedir. Burada a, F(z)’nin tiim reel kisimlaninda tekilligi ortadan
kaldiran sifirdan biyiik keyfi bir sabittir. Fiziksel problemlerin analizinde, Laplace

uzayinda elde edilen g¢oziimlerden zaman uzayindaki ¢éziimlere gegmek igin iyi bir
sayisal aynk ters doniisiim yontemine ihtiya¢ duyulmaktadir.

B.2.1. ‘Maximum Degree of Precision (MDOP)’ Yéntemi

Gauss sayisal integrasyon formuna benzeyen bu yontemde ters doniigiim,

N
f(t)s%Zwk z{?ﬂitk—) (B.11)
k=1

formiilii ile hesaplanmaktadir. Burada wy ve z sirastyla agirlik ve Laplace doniigiim
parametresinin aldis degerlerdir. Segilen m parametresi ve N terim sayisi igin agirhik

ve apsis degerleri (Krylov ve Skoblya, 1969) verilmektedir.

B.2.2. Durbin’in Modifiye Edilmis Ters Laplace Doniigiim Yontemi

Bu yontem, sonlu Fourier-Kosiniis dontigiimiine dayali Dubner ve Abate
metodunun geligtiriimig halidir (Dubner ve Abate, 1968). Durbin’in sayisal ters
Laplace doniistim yontemi (Durbin, 1974) agagida 6zetlenmigtir.

2e2iat| N-1 . (n%") ik
£le;)= — |5 Reff@)}+Re 1;(A(k)ma(k))e B.12)
el (o vices o )
A(k)= Y ResF|a+i(k +IN)— (B.12a)
1=0 T
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L —
Bk)= 5 Im{F(a Filk +IN)%)} (B.12b)
I=0
Burada i kompleks say1 olup, zy =a +i% k ninc1 Laplace doniigiim parametresini

gostermektedir. T, ¢6ziim aralif olmak i{izere, N adet esit zaman arahi),
tj=jAt=jT/N, =0,L2,........ ,N—1) i¢in f(t) hesaplanmaktadir. ilgili kaynakta,
5<aT <10 arahif igin iyi sonuglar elde edildigi belirtiimektedir. Bu tezde ¢oziilen
sayisal 6rneklerde “aT” genellikle 6 segilmigtir. (B.12) esitlifinde goriilen,

- 2w,
Nzl [A(1<)+i13(1<)]e(l N )Jk (B.13)
k=0

toplam ifadesi, FFT alt programm (Brigham, 1974) yardimiyla hesaplanmaktadir.
(B.12) ifadesi (Narayanan, 1979)’in onerdigi sekilde asagidaki gibi modifiye
edilmektedir.

A N-1 i27 ik
£;)= ZeaTJ : "’;'Reﬁ(a)}JfRe Z{F(zk)Lk}e( N)J (B.14)
k=0

Laplace uzaymnda hesaplanan aynk degerlerin herbir terimi Lanczos (L) faktori ile
carpilarak modifiye edilmektedir. Bu faktor,

r 3

k=0 ig¢in, L,=1

sl <7)

")
kn

L N

v

L = (B.15)

k>0 igin, Ly =

alinmaktadir.

Bu kissmda, kapahi Laplace doéniigiimleri bilinen, Cizelge B.1’de verilen bazi
fonksiyonlarin ‘Maximum Degree of Precision’ (B.11), Durbin (B.12) ve modifiye
edilmis Durbin (B.14) yoéntemleri kullamlarak ters dontgimleri alnmugtir. Bu
yontemler iginde, modifiye edilmis Durbin’in ters doniigiim yontemi ile elde edilen
sonuglarin  kesin degerlerle ortigtiigti  gorilmektedir. Hazirlanan  bilgisayar

programlarinda, Durbin’in modifiye edilmis ters doniisiim yontemi kullanilmgtir.
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Cizelge B.3. Tip No: 6 olan fonksiyon ile ilgili kargilagtirma

Fonksiyon f(t)

KESIN
35 - - = = MODIFIYE DURBIN (aT=8 ; N=256)
3. — — — DURBIN (aT=8 ; N=256 ; L=4)
s MDOP
25 i
2 A i —
15 s .
J t 4 LP
! A
05 - - L
0 - - :
-0.5 T T h‘r T T T T T
0o 2 4 6 8 10 12 14 20 22

t(sn)

Sekil B.3. Tip No: 6 olan fonksiyonun zamanla degigimi

KESIN | Modifiye Durbin Durbin MDOP
aT=8 ; N=256 aT=8 ; N=256 ; L=4 N=10

0 1 0.993080 0.999340 -
1 2 2.000100 1.995000 2.000950
2 1 1.007700 0.999020 1.087468

3 0 0.000651 0.003654 0.231994

4 1 0.993080 0.999620 0.751904
5 2 2.000100 1.994900 2.477701
6 1 1.007700 0.998820 0.950478
7 0 0.000651 0.003368 -0.377880
8 1 0.993080 0.999320 0.943802
9 2 2.000100 1.994700 2.252096
10 1 1.007700 0.998820 1.145188
11 0 0.000650 0.003796 0.004575
12 1 0.993080 1.000500 0.482945
13 2 2.000100 1.997300 1.379140
14 1 1.007700 1.003800 1.759756
15 0 0.000649 0.012673 1.643526
16 1 0.993070 1.015900 1.317928
17 2 2.000100 2.023600 0.989672
18 1 1.007700 1.048500 0.747406
19 0 0.000583 0.088995 0.606955
20 1 0.993050 1.148100 0.552361
21 2 2.000100 2.259000 0.559085
22 1 1.007500 1.488300 0.604293
23 0 -0.000144 0.985970 0.670192
24 1 0.988450 3.337400 0.744271
25 2 1.879100 11.428000 0.818404
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1.2

- 0.8
g
g 0.6
2
% 041 KESIN
S = = = MODIFIYE DURBIN (aT=8 ; N=256)
-
0.2 1 J — — — DURBIN (aT=8 ; N=256 ; L=4)
0 P » MDOP
a»
'0.2 ¥ L T T T T T T L T T T
o} 10 20 30 40 80 60 70 80 e0 100 110 120 130
t(sn)

Sekil B.4. Tip No: 7 olan fonksiyonun zamanla degigimi

Cizelge B.4. Tip No: 7 olan fonksiyon ile ilgili karsilagtirma

KESIN Modifiye Durbin Durbin MDOP

t aT=8 ; N=256 aT=8 ; N=256 ; L=4 N=10

0 0 0.000336 0.000382 -

5 0 0.000336 0.000419 0.000000
10 0 0.000336 0.000493 0.000020
15 0 0.000335 0.000668 -0.000470
20 0 0.000332 0.001257 -0.022839
25 0.5 0.496540 0.499930 0.455588
30 1 1.000400 0.998610 1.138732
35 1 1.000400 0.999180 0.941509
40 1 1.000400 0.999310 0.933696
45 1 1.000400 0.999320 1.062022
50 1 1.000400 0.999280 1.081433
55 1 1.000400 0.999220 1.010917
60 1 1.000400 0.999140 0.941669
65 1 1.000400 0.999070 0.918229
70 1 1.000400 0.999030 0.937879
75 1 1.000400 0.999070 0.979397
80 1 1.000400 0.999240 1.022550
85 1 1.000400 0.999680 1.054965
90 1 1.000400 1.000500 1.071977
100 1 1.000400 1.005000 1.074121
110 1 1.000400 1.018200 1.047390
120 1 1.000300 1.056300 1.004453
125 1 1.000400 1.098400 0.983996
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Fonksiyon f(t)

Cizelge B.5. Tip No: 8 olan fonksiyon ile ilgili kargilagtirma

KESIN
15 4 = = = MODIFIYE DURBIN (aT=10 ; N=256)
— — — DURBIN (aT=10 ; N=256 ; L=4)
10 - & MDOP
5 |
0
-5
-10
'1 5 L 1 -1 1 1 ¥ 1 1 T 1 Ll
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
t (sn)

Sekil B.5. Tip No: 8 olan fonksiyonun zamanla degigimi

24

KESIN | Modifiye Durbin Durbin MDOP
t aT=10 ; N=256 aT=10 ; N=256 ; L=4 N=10
0 0 0.000467 0.000262 -
1 0.420735 0.421190 0.421340 0.420735
2 0.909297 0.909180 0.909690 0.909295
3 0.21168 0.211450 0.211470 0.211675
4 -1.513605 -1.513400 -1.514300 -1.513613
5 -2.397311 -2.396900 -2.397800 -2.397323
6 -0.838246 -0.838310 -0.838110 -0.838262
7 2.299453 2.298700 2.300100 2.299435
8 3.957433 3.956600 3.958100 3.957393
9 1.854533 1.854700 1.854500 1.854346
10 -2.720106 -2.718700 ~2.720800 -2.720029
11 ~-5.499946 -5.498600 -5.500700 -5.494226
12 -3.219438 -3.219600 -3.219500 -3.201118
13 2.731086 2.729200 2.731800 2.702843
14 6.934251 6.932200 6.935100 6.681122
15 4877159 4.877100 4.877400 4.559303
16 -2.303227 -2.300900 -2.303900 -1.549311
17 -8.171879 -8.169100 -8.172800 -5.733724
18 -6.758885 -6.758400 -6.759300 -5.251142
19 1.423833 1.421200 1.424400 -2.009770
20 9.129453 9.126000 9.130500 1.164122
21 8.784884 8.783900 8.785400 2.934329
22 -0.097364 -0.094540 -0.097768 3.301943
23 -9.731535 -9.727100 -9.732500 2.776147
24 -10.86694 -10.865000 -10.868000 1.863293
25 -1.654397 -1.657000 -1.654800 0.904465
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EK C
SAYISAL FOURIER ve TERS FOURIER DONUSUMLERIi

C.1. Fourier Déniisiimii Hakkinda Ozet Bilgiler

f(t) zamana bagh bir fonksiyon olmak iizere, fonksiyonun siirekli Fourier ve

ters Fourier doniigtim formiilleri

F(o)= j £()e ot dt (C.1)
0
f(t):—z-% I FF(0)el®! do (C2)

seklinde verilmektedir (Brigham, 1974). Burada agisal frekans o, normal frekans
f'ye (devirbirim zaman) o©=2af formiili ile baghdir. FF(m) zamana bagh f(t)
fonsiyonunun Fourier doniisiimii olup kompleks degerlidir.
C.2. Fourier Déniigiimiiniin Bazi Ozellikleri

f(t) fonksiyonu, t>0 igin tammlanms reel degerli fonksiyondur. Fourier
doniigimi FF(m), kompleks degerli bir fonksiyon olup (— 00,00) aralifinda

tammlanmgtir. FF(m) ’mn (-o) ve (w)’daki degerleri birbirinin kompleks eglenigidir.

F'(-0)=F (o) (C3)

Burada, ust ¢izgi kompleks eslenii gostermektedir. (C.1) ifadesi yardimyla
fonksiyonun Fourier doniisimii agagidaki sekilde diizenlenmektedir.

FF(0)=Ff()] = Oj:f(t)e‘i“’t dt = Tf(t)Cosmt dt + iT— f(t)Sin otdt (C.4)
0 0 0
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Fourier uzayindaki fonksiyon reel ve imajiner kisimlardan meydana gelmektedir.

F(o)=F +iF (C.5)

Fourier doéniigim uzayindaki fonksiyonun reel kismu simetrik, imajiner kismu ise
antisimetrik 6zellife sahiptir.

Fonksiyonun zamana gore tiirevinin Fourier déniigiimii
[+ o)

¢of =rle)= j f(t)eiot at (C.6)
0

seklindedir. (C.6) ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa
o o0
@) = f(t)e‘“’“lo +io J' f(t)e 10t dt= f(t)e"“’t't ~fO)x1+iaF (@) (C.7)
=0
0

elde edilir. Fourier doniigimiinde hem davrams hem de yiik fonksiyonunun sifira
gittigi kabul edilmektedir. Buna fonksiyonun yayilma sarti (Radiation condition)

denilmektedir.

lim £(t)—0 (C.8)
t—oow

Yayilma sart1 kabulii ile fonksiyonun birinci tiirevinin Fourier doniigtimii

Q) =i0FF (©)-£0) (C.9)

olarak elde edilir. Benzer sekilde fonksiyonun ikinci tiirevinin Fourier doniisiimii

(©)F=-0?FF(0)-iof(0)-£(0) (C.10)

seklindedir. (C.9) ve (C.10) esitliklerindeki ikinci ve Ugiincii terimler t=0 amndaki
baglangi¢ sartlandir. Zamana bagli bazi fonksiyonlarin kapali Fourier dontisiimleri
Cizelge C.1°de gosterilmektedir.
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Cizelge C.1. Zamana bagh baz1 fonksiyonlarin kapali Fourier déniigiimleri

glop Zamanla degigim Fourier Doniisiimii
1 -bt a
i >
€ Sln (at) b 0 a2 + (b +i(D)2
2 e P! Cos (at) b>0 btio
a2+ (b+io)?
a
3 Sin (at)
a? — o2
in
4 Cos(at)
a? -2

C.3. Ayrik Fourier Doniisiimii

f(t) fonksiyonunun siirekli olarak tamimlanmadigim ve [0, T] arahifinda At

araliklan ile ayrik olarak
fi=f() @=01..... ,N-1) (C.11)

seklinde verildigi kabul edilsin. Burada

T

t: =iAt |, At=— C.12
i = €12)

Ay

y=K(t)

fo fi | f2 fus

0At At AT

o t1 t2 N1 N

Sekil C.1. f{t) fonksiyonunun aynk tanmi
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Ayrik Fourier donusim formiilleri aynk gekilde verilen f{t) fonksiyonunun Fourier

déntstimiini hesap etmek igin kullamlacaktir.

C.4. Ayrik Fourier Doniigiimiiniin Onemi

Ayrik Fourier dontigiimiiniin 6nemi iki noktada toplanabilir.

a) Cisimlerin, yapilarn, akigkanlann dinamik davramgim incelemeye yonelik
deneylerde ivme, iz gibi baz1 biiyiikliklerin zamana gore degisimleri kiigiik zaman
araliklan (At) ile belli bir zaman arahig1 [0, T]’de ayrk olarak 6lciiliir. Elde edilmig
olan deneysel datamn degerlendirilmesi igin ¢ogu kez, 6zellikle deprem ve titresim
analizlerinde, biiyiikliiklerin aynk olarak 6lgiilmiiy ve zamana gore degisimlerinin
Fourier doniigimlerinin bulunmasi arzu edilir. Béyle bir amaca aynk Fourier
dontigim formiillerini kullanarak ulagmak miimkiindiir.

b) Ayrik Fourier doniisiimi cisimlerin, yapilarin dinamik davramsinin analitik olarak
bulunmasinda da kullamlabilir. Cisim ve yapilarin dinamik davranigi adi veya kismi
diferansiyel denklemleri tarafindan idare edilir. Bu denklemler zaman uzayinda
sayisal olarak ya integrasyon formiilleri veya ayrnk Fourier donisiimii yardmm ile
entegre edilebilir. Aynk Fourier doniigimiiniin kullanllmasimin  integrasyon
formiillerinin kullamlmasina gore en oOnemli avantaj sudur. Aynk Fourier
doniigimiiniin  kullamlmas: halinde cismin veya yapmn istenen bir noktasindaki
dinamik davrams diger noktalardaki davrams bulunmadan belirlenebilir. Halbuki
klasik integrasyon formiillerinin kullanilmasi halinde belli bir noktadaki dinamik
davramgi bulmak igin diger noktalardaki davramgi bulmaya ihtiyag vardir, yani,

cismin biitiin noktalarindaki dinamik davrams aym zamanda ve birlikte bulunur.
C.5. Kompleks Fourier Serisi

Aynk Fourier donigiimii formiillerini kompleks Fourier formiilleri kullanarak
elde edileceginden bu konu kisaca incelenecektir.

f(t) fonksiyonu [0, T] aralifinda tanimlanmug olsun. f{t) fonksiyonunun [0, T]

araliginda gegerli olan Fourier serisi agthm
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£(t)= D  Cye'! (C.13)

k=—w0

T
Cy = % ‘[ ft)e Ot dt (C.14)
0

formilleri verilmektedir. Burada wy, & minc1 Fourier bileseninin agisal frekansin

gostermekte olup

2tk 27
O =——=—=27 C.15
k=" T Jx (C.15)

formiilii ile tammlanmaktadir. Ty ve f sirasiyla k¥ ninc1 Fourier bilegeninin peryodunu
ve normal frekansim gostermektedir. (C.13) ve (C.15) denklemlerinden anlagilacag
uzere, (C.13)’mn agihmm f{t) fonksiyonu [0, T] arah@i disinda T periyodu ile
periyodik olarak devam ettigi kabuliine gore yapilmgtir. (C.14) denklemi kompleks

Fourier sabitleri Cy’lerin
Cx=Cc (k=012,............. ) (C.16)

ozelligine sahip oldugunu gostermektedir. (C.16) denklemi C,’mn reel olacagim C.; ,

C2,Cs, ... nnC,;,C;,GCs, ... nin kompleks eglenigi olacagim géstermektedir.
(C.13) denklemi f{t)’nin frekanslan

fi===k&f (k=.......m10.......) (C.17)

ve genlikleri Cx olan sonsuz sayida Fourier bilegenin toplamu olarak ifade edilecegini
gostermektedir. fi frekanslanmin egit aralikli bir dagilima sahip olduguna dikkat
edilmelidir (Sekil C.2).
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Re (Cy)
Ca Ci
| Ca | Co | I C

|Cfif ¥y “4 & o |

fa fa  fa 1C |
| [ I fo  fi VLT
Cs C

C-1 Anfisimetrik

-2

Sekil C.2. Fourier sabitleri

Cx Fourier sabitlerini Af’ye bélerek yayih Fourier sabitleri Flf cinsinden

F_ Cy
H = v (C.18)

denklemi ile temsil etmek miimkiindiir ($ekil C.3).

C_ FE_C F_G
Ffl et Fk =0 F=—1
Af O TN Af
C. C F_C
Ry k SN
C-1 Cl
ICz/

\ Cap % Co
fa //V/A%/A// 4V J3

o f f S fzm
Cs G
LN UM UM LN LM LM LA,
1 4 A A

Ap2 A7 (2

Sekil C.3. Yayili Fourier sabitleri
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Fourier serisi denklemleri, yayih Fourier sabitleri cinsinden yazilmaktadir.

f(t)=Af Z K el®!

k=—0

T
K = I £(t)e 1ot gt (C.19)
0

ok =21 fr =2k Af = 21t—};—

C.6. Siirekli Fourier Déniisiimii ve Kompleks Fourier Serisi Arasidaki iliski

Siirekli Fourier doniigiimii formiilleri kompleks Fourier serisi formiillerinden
peryod T sonsuza giderken elde edilebilir. T sonsuza giderken (T—w) f’lar

arasindaki mesafe sifira yaklagir, f;’larin dagilim siirekli hale doniigiir ve

& ==
Ok =21 fiy >0=2nf (C.20)

bagintilan elde edilir. Dolayisi ile kompleks Fourier serisi formiilleri (C.19),

fo.o]

- __L F iot
£)=5- '[F (@)e'®! do (C.21)
FF(0)= J'f(t)e‘imt at (C.22)
0

seklini alir. Bu formiiller ise (C.1) ve (C.2) denklemleri ile verilen siirekli Fourier

do6niigiim formilleri ile aymdir.
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C.7. Ayrik Fourier Doniisiim Formiilleri

Aynk Fourier doniigim formillerini kompleks Fourier serisi formiillerini

(C.19), kullanarak elde edilecektir. f{t) fonksiyonunun At araliklan ile ayrik olarak

fo=1£(ta)
ta=nAt (=0,1,.... , N-1) (C.23)
T

At =—
N
denklemi ile verildifi kabuli yapilmaktadir. (C.19) denklemlerinin ikincisinde

dikdortgen integrasyon yontemi kullanilirsa ve birincisini t = tx=n At i¢in yazilirsa

(s o]
fn — M ZFll:elmktn

k=—c0

N-1
FF = Athk e 10 ke (C.24)
k=0
formiilleri elde edilir. Burada
1T nk
ty =(27nAf)kAt)=2ntnk——=21—
oaty = @anay)(ka) = 2mnk - T =2
1T nk
ty, =(2nkA At)=2nkn——=21— C2s5
ok tn = 27k 47 )(n A1) NN (C25)
esitlikleri gozoniine alimirsa (C.24) esitlikleri
ke i21tEli
£, =Af Z Ffe N (C.26a)
k=—c
Nl Rk
Ff = Athk e (C.26b)
k=0

seklini alir.



C.8. Katlama Frekans:

f(t) fonksiyonu At zaman arahklanim kullanarak aynk olarak elde edilmigtir
ve bu aynk fonksiyon degerlerini (C.26a) denklemi ile Fourier bilesenleri cinsinden
temsil edilmigtir. Ancak At arahklan ile temsil edilebilecek Fourier bileseninin

maksimum frekans: £,
fo=——=——=—Af (C.27)

olarak hesaplanmaktadir. f’den daha biiyiikk frekansh Fourier bilesenleri, f.’den
kigiik frekansh Fourier bilesenleri tizerine katlamir. Bagka bir deyisle, frekanslan

—fo < fi <f. arahfinda olan Fourier bilesenleri birbirinden baZimsizdir ve

frekanslan bu arallk diginda olan Fourier bilesenleri, [-f; , /] arahfindaki Fourier
bilesenleri cinsinden ifade edilebilir. f’ye katlama frekansi denilmektedir. Bu
bilgilerin 1181 altinda (C.26a) denklemindeki (-0, o) limitler igin (-N/2, N/2)
kullanilabilir. Dolayist ile (C.26) denklemleri

i2n—

fa=tf ) He N (C.282)

k=-N/2

N-1 nk

—-1i2r—
FE=At) fxe N (C.28b)
n
k=

halini alir.

C.9. Aynik Fourier Doniisiim Formiillerinin Son Sekli

(C.28b) denklemi F,I,: nin f frekansinin 2f; periyodlu periyodik fonksiyonu
oldugunu gostermektedir. Dolayisi ile (C.28a) denkleminin limitleri (-N/2, N/2),
(0, N-1) olarak degistirilebilir. Dolayist ile ayrik Fourier doniigiim formiilleri

N-1 ZTCEE
£, = Afz Fe N (C.29a)
k=
N-1 nk
—-i2n—
FF = Athk e N (C.29b)
k=
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seklinde yazilabilir. Burada (C.29b) denklemi aynk f{tg)=fi (k=0, 1,....... ,N-1)
fonksiyonunun Fourier doniigiimiinii (FD) hesap etmekte kullanilabilir. Bu sekilde

hesap edilen F,I; degerleri frekans uzaymda 2f. = NAS periyodu ile periyodik

olacaktir. (C.29a) denklemi ise Fourier transformu ayrk olarak FF (fk)=Flf (k=0,

1,......,N-1) seklinde bilinen fonksiyonu zaman uzayinda hesap etmek igin, yani ters
Fourier doniigimiini (TFD) bulmak igin kullamlabilir. Bu sekilde hesap edilen f,
degerleri zaman uzayinda T = NAt periyodu ile periyodik olacaktir.

C.10. Ayrik Fourier Déniigiimiiniin Onemli Bir Ozelligi

(C.29b) denklemi ile hesap edilen Fourier déniigiimiiniin reel ve imajiner
kisimlan, f, :E;I—Af frekansina goére sirasiyla simetrik ve antisimetrik olacaklardir

(Sekil C.4).

__g_
5 2.

fo A S fe=Ma 4
_N
=2

5
=,

Af Af \/ f
Antisi{inetri
}

Sekil C.4. Ayrik Fourier déniigiimiiniin simetri ve antisimetri 6zellikleri



Bu ozellik, F* *nin frekans uzayinda 2f. =N Af periyodu ile periyodik ve Re (FF) Im
(FF)’in sirastyla f, gore simetrik ve antisimetrik olmasi sonucu meydana gelmektedir.
Frekans spektrumu 0 < f < f; arahf igin fiziksel anlam tagimaktadir. £, < f < 2f;
arahifindaki spektrum frekansi negatif olan Fourier bilegenlerinin spektrumunu

temsil etmektedir.

C.11. Ayrik Fourier Déniigiim Formiillerinin Kompakt Formu

(C.29) doéniigiim formiilleri
f, =Afx, Ters Fourier Dénisiimii (TFD) igin

FL = Atx,,  Fourier Doniisimii (FD) igin (C.30)
seklinde ifade edilebilir. Burada

N-1 2n
Xn= ) WKE W=eN TEDigin
k=
N-1 2T
Xn= ) W, W= e N FDigin (C31)
k=

ve W | W’nin (nk)’nci kuvvetini gostermektedir.

C.12. Fourier Déniisiimiinii Bulmak i¢in izlenecek Yol

f(t)’nin belli zaman arah@inda verilmis oldufu kabul edilsin. Fonksiyonun

Fourier déniigiimiinii (F) bulmak igin su basamaklar izlemek gerekmektedir.

a) Analizde gozoniine alinacak [0, T] zaman aralifim seg.

b) Boliim sayisint (N) segve fo,fi,fa, - oenn.. ’i At =T/N arahklan hesapla veya
verilmis oldugunu kabul et (Sekil C.5).

c) xndegerleri(n=0, 1, ........ , N-1)
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Xp= ) Wfi , W=e N (C.32)
k=0
formiiliinii kullanarak bul.

d) Fourier déniisiimiinii (FD)

FF=Atx, (@=01,.....N-1) (C.33)
ifadesinden hesapla.
y
y=f(t)
fo fi R .
At At tyg T (kesim noktasr)

to t; 1) \l_fN-l ;

bt N |

Sekil C.5, Ayrik f{t) fonksiyon degerleri

C.13. Ters Fourier Déniigiimiinii Bulmak icin izlenecek Yol

FF nin f ye bagh olarak verilmis oldugu kabul edilsin. Fonksiyonun zamana
bagh degerlerini bulmak i¢in su basamaklan izlemek gerekmektedir.
a) Analizlerde gozoniine alinacak [0, f] frekans aralifini seg.

b) N’yi se¢ ve FF,F1F, ........ A= ijz araliklan ile hesapla veya verilmig

oldugunu kabul et (Sekil C.6).

¢) FFyi reel ve imajiner kisimlan f; etrafinda sirasiyla simetrik ve antisimetrik
olacak sekilde [0, 2 £;] aralifinda tammla (Sekil C.7).

d) xpdegerlerini (n=0, 1, ......... , N-1)

2T
i

N-1 AT
Xy =Zw“kFlf , W=eN (C.34)
k=0

formiiliinii kullanarak bul.

e) Ters Fourier doniisimiinii (TFD) asagidaki formiille hesapla.
fo=Ax, (n=0,1,.... N-1) (C.35)



Re (FF)

T

Af Af /

Im (F%)

| T

s i A % 7

Sekil C.6. Aynk F* degerleri

Re (F')
Af A Je 5fc
Im (FF)

/l/_l\ N

Fo i '\/L

Sekil C.7. F'nin [0, 2 f.] arahgina genigletilmesi

153 S



C.14. FFT Algoritmasi (Hizh Fourier Doniisiim Algoritmas)

Aynk Fourier dontisiimii veya ters Fourier doniigiimii i¢in x, (n=0, 1, ..., N-1)

Xo

X]

= w F (C.36)

| XN-1 |

formiilii ile hesap edilmesi gerekmektedir. Burada W, elemanlari kompleks W™ olan
(NxN) boyutlu kare matrisini ve F ise elemanlan FD igin F, , TFD i¢in Frlf ile temsil
edilen (Nx1) boyutlu kolon vektoriini gostermektedir. (C.36) denklemi x, leri
bulmak igin N? sayida kompleks carpim yapmak gerektigini gostermektedir. FFT
algoritmasinda N, 2°nin kuvveti olarak (N=2™) hesaplanmaktadir. Burada M tam bir
sayty1 gostermektedir. FFT algoritmasi kullamlirsa kompleks g¢arpim sayisi NM/2’ye
indirgenmektedir. FFT algoritmasinin iglemleri ne kadar kisalttifim gosteren bir
omek verelim. N = 28 = 256 olsun. Eger FFT algoritmas: kullanilmazsa 256 = 65536

kompleks c¢arpim yapmak gerekir. FFT algoritmasi kullamlmasi halinde c¢arpim
sayist (256) (8) / 2 =1024 olmaktadir.

C.15. FFT Algoritmasinin Giris Bilgileri

(C.36) ifadesindeki x degerleri, Fourier déniigiimii ve ters Fourier déniigiimii
icin Kisim C.16°da verilen FFT alt programu (SUBROUTINE FFT (A, M, XL) )

yardimi ile hesaplanmaktadir. Bu alt programda

XL=-1 Fourier Déniigiimii (FD) i¢gin

XL =1 Ters Fourier Doniisiimii (TFD) i¢in
alinmaktadir. M, N=2M formiilii ile bolim sayisim hesaplamak igin vermektedir. A,
(Nx1) boyutlu kompleks vektorii gosterme olup girigte FD igin (f, , ......... , BN,

TFD igin f pereseeenmns ,Fllfl_l) degerlerini temsil etmektedir. Cikista (X , ......... » XN-1)

degerlerini vermektedir.



C.16. FFT Alt Programi (Hizh Fourier Déniisiim Algoritmasi)

C FAST FOURIER TRANSFORM ALT PROGRAMI
SUBROUTINE FFT(A,M,XL)
PARAMETER (NI=4096 )
COMPLEX*16 A(NI),U,W,T
N=2**M
NV2=N/2
NMI=N-1
J=1
DO 7 I=1,NM1
IF(LGE.J) GO TO 5
T=AQJ)
AQ)=A)
A(D=T
K=NV2
IF(K.GE.J) GO TO 7
J=IK
K=K/2
GO TO 6
7 J=HK
PI=ATAN(1.0)*4.0
DO 20 L=1,M
LE=2%*L
LE1=LE/2
U=CMPLX(1.,0.)
W=CMPLX(COS(PI/LE1),XL*SIN(P/LE1))
DO 20 J=1,LEl
DO 10 I=JN,LE
IP=I+LE1
T=A(IP)*U
A(IP)=A(D)-T
10 A(D=AH+T
20 U=U*W

[0 3RV, }

END



EK D
LAPLACE VE FOURIER DONUSUM YONTEMLERININ
KARSILASTIRILMASI

D.1. Tek Serbestlik Dereceli Sistemin Dinamik Davramsi

Laplace ve Fourier doniigim yontemlerini kargilagtirmak amaci ile Sekil
D.1°de verilen tek serbestlik derecesine sahip mekanik sistem ele almmustir. Verilen
Ozel yik etkisindeki bu sistemin davramgim idare eden diferansiyel denklemin kesin

¢Oziimii bilinmektedir.

A A P(t)

] k l._> X

1A~

A P(t) Po ............ PO Sin (m/a)

e

A & O O >
VAV AN A N NN a t(sn)

Sekil D.1. Mekanik sistem ve dinamik ytik tipi

Sistemin hareket denklemi

mi +cx +kx = P(t) (D.1)
bunun kiitleye gore normalize edilmig hali
i+ Sqak, PO (D.2)
m m m
veya
ii+26&)’(+?o'2x=£(t—) (D.3)
m

seklinde yazilabilir. Burada, ©%=k/m olup, k yay sabitini, m sistem kiitlesini, ¢
soniim sabitini, & =c/(2m®) boyutsuz séniim katsayisim ve x sistem deplasmanim
gostermektedir. Sistemin bagslangicta hareketsiz oldugu kabulii
(x(0)=0 ve %(0)=0) altinda (D.3) ifadesinin Fourier déniigiimii alinirsa



F
—o?xF + 26 B(io)xF +&2xF =T (D.4)
m

Fourier uzayinda sistem hareket denklemi yazilmig olur ve buradan Fourier uzayinda

deplasman ifadesi

xF(0)= l[ ! )PF (D.5)

m{ - o? + 2t 6(i0)+@>

olarak yazlabilir. Yiikk fonksiyonunun aynik degerleri i¢in Fourier doniigimi FFT
algoritmasi ile yapilabilmektedir.
Simdi ise mekanik sistemin dinamik davramgim idare eden denklemi Laplace

uzayinda ifade etmeye ¢aligalim. (D.3) ifadesinin Laplace doniigtimii
25() - 2x(0) - (0) + 26 B[z%(2) - x(O)] + %(z) = Bl.fl_) D6)
seklinde yazilabilir. x(0) = x(0) = 0 baglang¢ sartlan altinda (D.6) denklemi

22 %(2) + 2&w2%(z) + %(2) = —F% (D.7)

halini alir. Buradan Laplace uzayinda deplasman ifadesi

sz(z)=l( ! ]‘f(z) ©3)

m| 22 + 26 Gz + >

seklinde yazilabilir. Uygulanan dinamik yiikte a=n segilirse

sm(ﬂ):smt D.9)

a

olur ve bu fonksiyonun Laplace doniisiimii

_ 2 “MZ) |4 e 2
1>(z)="2(1;e 2)= e ©.10)

T°z°+T7 1+z2

(D.10) ile verilmektedir. Laplace déniigiimii verilen yitk fonksiyonu (D.8) esitliginde

yerine konulacaktir. Sistemin boyutsuz soniim katsayis1 £ =0.01, @ =1rad/s, m=1
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ve P, =lcm/ s2 degerleri secilmis olsun. Buna goére (D.3) ile verilen diferansiyel

denklemin zaman uzayindaki kesin ¢6ziimii Ek D.2’de verilen Mathematica dilinde
yazilmg program ile hesaplanmistir. Fourier uzayindaki bir dizi o degeri igin (D.5)
esitliginin aynk deBerleri olusturulup bunun ters doniigimii FFT algoritmast
yardmiyla yapilmstir. Benzer sekilde Laplace uzayinda bir dizi z Laplace
parametresi i¢in (D.8) esitliginin aynk degerleri olusturulup bunun ters doniigiimii
modifiye edilmis Durbin yéntemiyle yapilmgtir.

Analitik ve Laplace uzayindaki ¢oziimler Sekil D.2’de, Laplace ve Fourier
uzaymdaki ¢oziimler de Sekil D.3°de birbirleri ile karsilagtirimustir.

20

ANALITIK

—o—LAPLACE (N=64) ------ LAPLACE (N=128)

15

1.0

05 1

0.0 4

05 -

Deplasman (cm)

0
o
]

0 5 10 15 20 25 30 3B 4
Zaman (sn)

Sekil D.2. Sistem deplasmaninin zamanla degigimi

Sekil D.2°deki grafik incelendiginde, Laplace uzayinda N=64 parametre ile
yapilan ¢6ziimiin analitik ¢6ziime ¢ok yakin oldugu ve N=128 parametre ile yapilan

¢oziimle analitik ¢oziimiin gakigtig1 goriilmektedir.



20

------ FFT (N=128) —o— FFT (N=256)
~-—-FFT (N=1024) ———LAPLACE (N=128)

154

Sistem deplasmani (cm)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zaman (sn)

Sekil D.3. Sistem deplasmaninin zamanla degisimi

Fourier uzayinda yapilan ¢oziimde ise bu problemde ancak 1024 parametre
kullanilmas: halinde istenildigi kadar hassasiyette sonuglar elde edilebilmigtir.
Fourier uzayinda yapilan ¢ozimlerde ¢ok fazla sayida parametre kullamlmas:
gerekmektedir.

Bu bilgiler 1siginda Laplace ve Fourier doniigiim yontemlerinin avantaj ve

dezavantajlarim su gekilde siraliyabiliriz.

1. Fourier doniigim yonteminde hem sistem davramginn hemde yik
fonksiyonunun sonsuzda sifira gitmesi gerekmektedir.

2. Hem Fourier déniisiim yonteminde hem de Laplace déniisiim ydnteminde
direk ve ters doéniigimler FFT algoritmasi yardimiyla yapilmaktadir.

3. Fourier uzayinda giivenilir sonu¢ elde edebilmek igin ¢ok fazla sayida
doniigiim parametreéi kullanmak gerekmektedir.

4. Laplace déniigim yonteminde ise az sayida parametre ile giivenilir sonuglar
elde edilebilmektedir.
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D.2. Mathematica Program Ile Kesin Céziim
(kkkkrkRkbokkkekk ANALITIK COZGM********************)

(* x"+ 2%ksi*wn*x' + wn"2¥x = P(t)/m *)
* *)
* P@®)=Sin(Pit/t1 ), W=Pi/tl, t1=Pi ¥)
* *)
(* Dif Denklemin kapali cozumu ¥)

(*******************************************************)
R=((1-1"2)"2+ (2 ksi D*2)\(1/2)

U=UO/R

yuk=U0 Sin[W t]

x1=U Sin[t-teta] +Exp{-ksi wn t] (A1 Cos[wd t]+A2 Sin[wd t])
v1=D[x1,t]

x2=Expl[-ksi wn t] (A3 Cos[wd t]+A4 Sin[wd t])

v2=D[x2,t]
(*******************************************************)
ksi=0.01

k=1

m=1

wn=1

po=1

Ww=1

U0=p0/k

=W/wn

Print[U]

teta=ArcSin|[2 ksi r/R]

wd=wn (1-ksi*2)(1/2)

py=Plot[yuk,{t,0.,Pi}]
(****************************************r i e ok ok 3 e ke ok .')
(* (0 <=t <=Pi) icin 1. kismin cozumu *)

i e )
x0=0

v0=0

denk1=x1/.t->0

denk2=v1/t->0
coz1=Solve[{denk]1==x0,denk2==v(},{Al,A2}]
x1=x1/.cozl

vi=vl/.cozl

Print["x1 =" x1]

Print["v] = ",v1]

p1=Plot[x1,{t,0.,Pi}]

(#************#*************T. Wk ak ok sk ak ok ¥ e oje 2% ****)
(* (Pi <=t <= 13 Pi) icin 2. kismin cozumu *)
(*************************************#rvvrL:tl“ ?‘L..“*)

x1=N[x1[[1]}/.t->Pi]
vI=N[v1{{1]]/.t->Pi]
denk3=x2/.t->Pi
denkd4=v2/.t->Pi
coz2=Solve[{denk3==x1,denkd==v1},{A3,A4}]
x2=x2/.coz2
v2=v2/.coz2

Print["x2 = ",x2]
Print["v2 = ",v2]
p2=Plot[x2,{t,Pi,13 Pi}]
pkes=Show|[pl,p2]
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