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Yarigruplarda Temel Tanimlar

S bir yarigrup ve x € S olsun. Eger

ise x elemanina bir idempotent denir.

) # A C S icin A daki tiim idempotentlerin kiimesi E(A) ile
gosterilir.
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Doguray Kiimesi

S bir yarigrup ve ) # A C S olmak iizere S nin A yi iceren en
kiictik altyarigrubuna A tarafindan dogurulan altyangrup denir
ve (A) ile gosterilir.

Kolayca gosterilebilir ki,
(A) = {al~--an 1ai,...,an €A, n€Z+}

dir; yani A tizerindeki tiim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir.
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Doguray Kiimesi

S bir sonlu dogurayli yarigrup olmak iizere,

rank (S) = min{ |A| : (A) =S}

sayisina S nin ranki ve S nin rank (S) elemanli bir doguray
kiimesine minimal doguray kiimesi denir.
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Doniisiim Yarigruplar

Tanim

a, X iizerinde bir baginti (a« C X x X) olmak iizere

Vx € X igin |xa| <1
ise a ya X iizerinde bir kismi déniisim ve

Vx € X igin |xa| =1

ise a ya X lizerinde bir (tam) doéniisiim (fonksiyon) denir.

Burada,
xa={yeX:(x,y) €a}

seklindedir.
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Doniisiim Yarigruplar

X kiimesi iizerinde tanimli kismi déniisiimlerin ve tam
doniisiimlerin olusturdugu kiimeler, bileske islemi ile birer yarigrup
olup bu yarigruplara sirasiyla X iizerindeki kismi déniisiimler
yarigrubu Px ve (tam) doniisiimler yangrubu Tx denir.

Tx < Px oldugu agiktir.

Eger X, n elemanl sonlu bir kiime ise (permiitasyonlar grubu S,
de oldugu gibi) X = X, = {1,2,..., n} seklinde kabul edebiliriz.
Bu durumda, Px ve Tx yerine kisaca P, ve T, yazilir.
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Doniisiim Yarigruplar

o € P, olmak iizere,

(@) = {xeX,:3yeX,(x,y)€al
im(a) = {yeX,:IxeX,(x,y) €a} ve
(@)
(@)

|im ()],
{(x,y) € Xp x X, : (x,y € dom (a) ve xa = ya)
veya (x,y ¢ dom («))}

sirasiyla o nin tamim kiimesi, goriintii kiimesi, yiiksekligi ve
cekirdek kiimesi olarak adlandirilir.
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Doniisiim Yarigruplar

Ayrica, o, 8 € P, icin

dom (af) C dom(«
im(af) C im(B) ve
ker(a) C  ker(af)

oldugu kolayca goriilebilir.
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Doniisiim Yarigruplar

o € P, olmak iizere,

kp(a) = {ya ' :y €im(a)}

kiimesi ve
ks (o) = (kp (@), X, \ dom (cv))

sirali ikilisi sirasiyla o nin cekirdek parcalamisi ve cekirdek yapisi
olarak adlandirilir.

Burada,

yal={xeX:(x,y) €a}
seklindedir.
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Doniisiim Yarigruplar

X lizerindeki dogal siralama altinda Sira-koruyan doéniisiim
yangrubu O, ve Kismi sira-koruyan déniisiim yangrubu PO,

On = {aeTy\Sy:x<y=xa<ya(Vx,y € X,)}, ve
PO, = {a€P,\S:x<y=xa<ya(Vx,y €dom(a))}

seklinde tanimlanir.
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Doniisiim Yarigruplar

Tanim

A={A1,...,Ac} bir Y C X, kiimesinin herhangi bir parcalanisi
olsun. Eger

herl1<i<k—-1,x€Ajvey €A1 icinx<y

oluyorsa A = (As,...,Ax) bir sirah parcalams olarak adlandirilir.
Ayrica, her 1 < i < k i¢in

’{31,...,31(}0/4,":1

ise {a1,...,ax} kiimesine A nin bir transversali denir.
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Doniisiim Yarigruplar

1<r<n-—1igin

O(n,r) = {a€O0,:|im(a)l <r
PO(n,r) = {a€ PO, : |im(a)| < r}

sirastyla O, ve PO, nin altyarigruplari olurlar.

Dikkat edilirse O(n,n — 1) = O, ve PO(n,n— 1) = PO, olur.
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Arastirma Konumuz ve Onemi

Cayley teoreminin bir benzeri olarak, her sonlu yarigrup sonlu
bir kiime {izerindeki tiim déniisiimler yangrubunun bir
altyarigrubuna izomorftur. Dolayisiyla, T, in ve altyarigruplarinin
sonlu doguray kiimelerini bulma problemi yarigrup teorisinde basl
basina bir arastirma konusu olmustur.

Biz de daha 6nce T, nin bir altyarigrubu olan ve Sing, = T,\ S,
ile gosterilen "tekil déniisiim yarigrubu" nu incelemis ve herhangi
bir altkiimesinin bir (minimal) doguray kiimesi olabilmesi icin
gerekli ve yeterli olan kosullari bulmustuk ([1]).
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Arastirma Konumuz ve Onemi

Bu calismamizda ise ayni problemi, 2 < r < n — 1 olmak iizere,
O(n, r) altyangrubu icin diisiiniip buldugumuz sonuglart PO(n, r)
altyarigrubuna da genellestirdik.
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Daha Once Yapilan Bazi Calismalar

Howie O, nin, yiiksekligi n — 1 olan idempotentleri tarafindan
doguruldugunu ve daha sonra da Gomes ile birlikte rankinin n
oldugunu gosterdi. Yine Gomes and Howie PO, nin, yiiksekligi
n — 1 olan idempotentleri tarafindan doguruldugunu ve rankinin
2n — 1 oldugunu gosterdi.

Ayrica, 2 < r < n— 2 igin, Garba O(n, r) ve PO(n,r)
altyarigruplarinin da yiiksekligi r olan idempotentleri tarafindan
doguruldugunu ve ranklarinin sirasiyla () ve 37 (7) (’;:i)
oldugunu gosterdi.
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Green Denklik Bagintilari

S yarigrubu iizerinde tanimlanan
L={(ab) e SxS:S'a=S'b}

R ={(a,b) € SxS:aS" =bS'}

bagintilari birer denklik bagintisi olup bu denklik bagintilarina
sirasiyla sol green (L—green) ve sag green (R—green) denklik
bagintisi denir.

Tanim
L ve R yi iceren en kiiciik denklik bagintisina D-green denklik
bagintisi denir ve D ile gosterilir.

L N'R denklik bagintisina da H-green denklik bagintisi denir
ve H ile gosterilir.
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O(n, r) ve PO(n,r)

Herhangi iki o, 5 € O(n, r) (veya PO(n,r)) icin

a,p)elL &
(v,) eR <
(,8) €D &
(,f) e H «

olur.

im () = im (5),
ks () = ks (B),
h(a) =h(p) ve

Her 1 <r <n—1igin O(n,r) (PO(n,r)) de yiiksekligi k olan
tiim elemanlarin olusturdugu D-green denklik sinifi Dy ile gosterilir.
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O(n, r) ve PO(n,r)

Bir Y C O(n,r) igin
(Y)=0(n,r)y<= (YND;)=0(nr)
oldugundan O(n, r) nin doguray kiimeleri i¢in sadece D, nin
altkiimelerini diisiinmek yeterlidir.
Ayrica, X C D, igin
(X)=0(n,r) < E(D,) C (X)

seklindedir.
Ayni durum PO(n, r) igin de gecerlidir.
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O(n, r) ve PO(n,r)

nk>2vel<r<n-—1ign O(n,r) ( veya PO(n,r)) de
a,B,a1,...,ax € D, olsun. O halde

(1)

af €D, & im(af)=im(S)
< im (), B nin ¢ekirdek parcalanisi

kp (B) min bir transversalidir.

(i) ar---ax € D, < her1 < i< k—1icin ajajyy € D,.
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O(n, r) ve PO(n,r)

Ispat:
. <A1 A,>,
dr ... ar
(B ... B
=(o b )
olarak g&z oniine alinirsa ilk iddianin dogrulugu kolayca goriilebilir.
ikinci iddia ise tiimevarimla kolayca gosterilebilir. ]
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O(n, r) ve PO(n,r)

O(n,r) ( veya PO(n,r)) de X C D, olmak iizere I'x yonlii
grafigini,
o kdse kiimesi V = V(I'x) = X ve

@ yonlii kenar listesi

e
E=E(x)={(y,\)eVxV:yxe D}

seklinde tanimlayalim.

Herhangi u, v € V(I'x) icin eger u dan v ye bir yonlii patika
—
varsa; yani (u,v) € E (I'x) veya bazi wy,...,w, € V(['x) igin

—
(uywi), .oy (Wi, wis1), ..., (wn,v) € E(Tx)

ise, u kosesi v kosesine bagh diyecegiz.
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O(n, r) nin Doguray Kiimeleri

Teorem 1.

2<r<n-1veX C D, olmak iizere X in, O(n, r) nin bir
doguray kiimesi olmasi icin gerek ve yeter kosul her £ € D,
idempotenti icin
(1) ker(a) = ker(&),
(ii) im (8) = im (€), ve
(iii) Tx yonlii grafiginde o, [ ya bagl

olacak sekilde o, B € X elemanlarinin var olmasidir.
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O(n, r) nin Doguray Kiimeleri

ispat: (=) X, O(n, r) nin bir doguray kiimesi ve ¢ € E(D,)
olsun. O halde,

olacak sekilde o, ..., ax € X vardir. ker(aq) C ker(&),

im (§) C im (ak) ve h (1) = h(ak) = h(§) = r oldugundan
ker(ay) = ker(&) ve im (ak) = im (&) olur. Bdylece (i) ve (ii)
kosullari saglanmis olur. Ayrica, Onerme 2. (ii) den her

1< i< k—1icin ajajr1 € D, olur. Dolayisiyla I'x de «; den a1
ye yonlii kenar ve a1 den «y ya yonlii patika vardir. O halde ag, ak
ya bagli olup son kosul da saglanir.
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O(n, r) nin Doguray Kiimeleri

(<) E(Dr) C (X) oldugunu gostermek yeterlidir.

¢ € E(D;) olsun. (i), (ii) ve (iii) den dolay: ker(c) = ker(€),
im (8) = im (£) ve I'x yonli grafiginde «, 5 ya bagh olacak sekilde
a, B € X vardir. O halde, o dan 3 ya bir

a=ar—ay— o ag —ag=03

yonlu patika vardir ve dolayisiyla her 1 </ < k — 1 igin

a;air1 € D, olur. Onerme 2. (i) den, v = a1 - - ax € D,. Benzer
sekilde im () = im (o) = im (B) = im (&) ve

ker(y) = ker(aq) = ker(a) = ker(€) olup & ve v ayni Green
H-sinifindadir. Yani, £ = € (X) ve béylece E(D,) C (X) olur. B
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O(n, r) nin Doguray Kiimeleri

2<r<n-—1icinrank(O(n,r)) = (") olup, | X |= () olmak
iizere X in, O(n, r) nin bir minimal doguray kiimesi olmas icin
gerek ve yeter kosul yukaridaki kosullarin saglanmasidir.
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O(n, r) nin Doguray Kiimeleri

2<r<n-—1ve ('r’j) = m olmak iizere Py1,..., Py X, nin r
tane sirali kiimeye tiim parcalanislari olsunlar. O halde X, nin
eleman sayilari r olan m tane farkl Iy, ..., I, altkiimesi vardir
oyleki; her 1 < [ < m igin I;, P; nin bir transversalidir.

Onerme 4.

2<r<n-—1ve (7:%) = m olmak iizere Pi,..., Py X, nin r
tane sirali kiimeye tiim parcalanislari olsunlar. O halde

(1) kp(a1) = P vekp (o) = Pi—1, her1 <i<m;
(if) im (o) # im (oj) eger 1 < i # j < m; ve
(iii) her1 <i<m—1 iginim (c;), kp (aj+1) = P; nin bir
transversali ve im (), kp (1) = P, nin bir transversali.

olacak sekilde o, . ..,an € D, vardir.
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O(n, r) nin Doguray Kiimeleri

O(n, r) nin Minimal Doguray Kiimelerinin Yapis::

2<r<n-1, ('r’j) =mve ('r') = t olmak iizere P1,..., Py, X,
nin r tane sirali kiimeye tiim parcalanislari ve Ly, ..., L D, deki
tiim Green L-siniflari olsunlar. Onerme 4. den

(1) kp (1) = P, ve kp(aj) = Pi—1, her 1 < i < m;

(1) im (o) # im (o) eger 1 < i # j < m; ve
(iii) her 1 < i< m—1igin im (e;), kp (ajy+1) = P; nin bir

transversali ve im (), kp (a1) = Pp nin bir transversali.

olacak sekilde a1, ..., an € D, vardir. Genelligi bozmaksizin, her
1<i<migina; €L;olsun. Eger her 1 < j <t —migin Lyy;
den bir a4 ; elemani alirsak

X=Aai,...,am,amyi1,...04}

O(n, r) nin bir minimal doguray kiimesi olur.
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PO(n, r) nin Doguray Kiimeleri

Teorem 2.

2<r<n-—1veX C D, olmak iizere X in, PO(n, r) nin bir
doguray kiimesi olmasi icin gerek ve yeter kosul her £ € D,
idempotenti icin
(7) ks(a) =ks(£),
(ii) im (8) = im (€), ve
(iii) Tx yonlii grafiginde o, [ ya bagl

olacak sekilde o, B € X elemanlarinin var olmasidir.
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PO(n, r) nin Doguray Kiimeleri

Ispat: Her a, 3 € P, icin dom («3) C dom () oldugu géz
onune alinarak Teorem 1. in ispatina benzer sekilde ispatlanir.
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PO(n, r) nin Doguray Kiimeleri

2 < r<n—1iginrank (PO(n,r)) = S7_, (1) (“21) olup,
| X =>0, () (f:i) olmak iizere X in, PO(n, r) nin bir
minimal doguray kiimesi olmasi icin gerek ve yeter kosul
yukaridaki kosullarin saglanmasidir.
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PO(n, r) nin Doguray Kiimeleri

Onerme 5.

2<r<n—1ve ('r’) = m olmak iizere Iy, ..., I, X, nin r
elemanli tiim altkiimeleri olsunlar. O halde her 1 < i < m icin X,
nin bir A; ., altkiimesi ve X, \ A; ., nin bir P; = (A, ..., A;,) sirali
parcalanisi vardir 6yleki; her 1 < i < m igin I;, P; nin bir
transversalidir ve 1 < i # j < m icin P; # P; dir.

Onerme 6.

2<r<n—1ve ('r’) = m olmak iizere Iy, ..., I, X, nin r
elemanli tiim altkiimeleri olsunlar. O halde
(1) im(aj)=1;, her1 < i< m;
(i1) ks (o) #ks (o) eger 1 <i#j < m; ve
(iif) her 1 < i< m—1 icin l;, kp (cj+1) nin bir transversali ve I,
kp (1) in bir transversali.

olacak sekilde a1, ...,a, € D, vardir.

Leyla Bugay Bazi Sonlu Sira-Koruyan Déniisiim Yarigruplarinin Doguray Kiime



PO(n, r) nin Doguray Kiimeleri

PO(n, r) nin Minimal Doguray Kiimelerinin Yapisi:

2<r<n-1, (’r’) =mvey |_, (Z) (lr‘j) = t olmak tlizere

Ii,...,In X, nin r elemanh tiim altkiimeleri ve Ry, ..., Ry D, deki
tiim Green R-siniflari olsunlar. Onerme 6. dan
(1) im (o) = f;, her 1 < i < m;
(i1) ks (o) #ks (o) eBer 1 <i#j < m;ve
(iif) her 1 < i< m—1igin l;, kp (ej+1) nin bir transversali ve /I,

kp (1) in bir transversali.

olacak sekilde as, ..., an € D, vardir. Genelligi bozmaksizin, her
1<i<micin a; € R; olsun. Eger her 1 < j <t — micin Ryy;
den bir a4 elemani alirsak

X=Aa1,...,amami1,... 1}

PO(n, r) nin bir minimal doguray kiimesi olur.
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