|dempotent Dogurayli Doniisiim Yarigruplari

Leyla Bugay
ltanguler@cu.edu.tr
Cukurova Universitesi, Matematik Bolumu
Doktora
2010913070

Nisan, 2011

Leyla Bugay idempotent Dogurayl Doniisiim Yarigruplari



Yarigrup Teorisi Nedir?

Yarigrup teorisi cebirin en temel dallarindan biridir. Yarigrup
terimi ilk olarak 1904 yilinda ortaya ¢cikmis 1950'li yillarin sonunda
da modern cebirin basli basina bir alt dali haline gelmistir.

Yarigruplarin zengin bir soru igerigine sahip olmasinin yani sira
grup ve halka teorisi basta olmak lzere matematigin diger alanlari
ile olan baglantisi yarigrup teorisinin onemini arttirmistir.
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Neden Bu Konuyu Sectim?

Diger cebirsel teorilerde oldugu gibi yarigrup teorisinde de temel
problemlerden biri, yarigruplarin siniflandiriimasini saglayacak ve
onlarin yapisini tanimlayacak belirli 6zelliklerle ifade edilip
edilemeyecegini gosteren yontemler bulmaktir. Dolayisiyla doguray
kiimesi bulma problemi olduk¢a onem kazanmistir.

Ayrica, her S yarigrubu X = S* olmak iizere X iizerindeki
doniistimler yarigrubu Tx in bir alt yarigrubuna izomorf
oldugundan Tx donistimler yarigrubunun altyarigruplarinin
doguray kiimelerini bulma problemi yarigrup teorisinde basli basina
bir arastirma konusu olmustur.
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Neden Bu Konuyu Sectim?

Bende sizlere X, = {1,2,..., n} lizerindeki doniisimler
yarigrubu T, nin bir altyarigubu olan ve singiiler doniistimler
yangrubu olarak adlandinlan ST, = T,\S, yanigrubunun bir takim
idempotent elemanlar tarafindan doguruldugunu gostermek
amaciyla bu sunumu hazirlamis bulunmaktayim.
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Yarigruplarda Temel Tanimlar

S bos olmayan bir kiime olmak lizere S x S den S ye tanimli bir
"' fonksiyonuna S iizerinde bir ikili islem denir. Eger S iizerinde
boyle bir ikili islem var ve bu ikili islem birlesme ozelligine sahip ise
(S, ) ikilisine bir yangrup denir.

Biz kolaylik olsun diye (x,y) € S x S icin u(x,y) = xuy = xy
seklinde gosterecegiz. Bu durumda birlesme ozelligi

Vx,y,z € S igin x(yz) = (xy)z

seklinde ifade edilir.
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Yarigruplarda Temel Tanimlar

S bir yanigrup olsun. Eger Vx € S icin ex = xe = x olacak
sekilde e € S varsa bu e elemanina S nin birim eleman ve bu
durumda S ye de bir monoid denir.

Biz birim elemani genellikle 1 ile gosterecegiz.
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Yarigruplarda Temel Tanimlar

Tanim

S bir yarigrup olsun.

1S S bir monoid ise
| SuU{1} ;S bir monoid degilse

kiimesini ele alalim. Bu kiimenin

xy ;x#1, y=#1ise

y=11

Vx,y € St icin xy = =Y /.se
y x=1Ise

1 ;x=1, y=1ise

seklinde tanimlanan ikili islem ile bir monoid oldugu agiktir. Bu
monoide S ye gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen

monoid denir.
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Yarigruplarda Temel Tanimlar

S bir yarigrup ve x € S olsun. Eger x> = xx = x oluyorsa x e S
nin bir idempotent elemani denir ve S nin tiim idempotent
elemanlarinin kiimesi E (S) ile gosterilir.
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Baginti ve Denklik

X bos olmayan bir kiime olmak tizere X x X in bos olmayan
her alt kiimesine X tizerinde bir baginti dendigini biliyoruz. X
tzerindeki tim bagintilarin kiimesini B (X) ile gosterelim.

Tanim

X bos olmayan bir kiime ve a, 5 € B (X) olmak iizere B (X)
tizerinde bir carpma islemi

aof={(x,y):3z€ X icin (x,z) € a ve (z,y) € 8 }

seklinde tanimlansin. B (X) bu islemle bir yarigruptur ve bu
yarigruba bagintilar yanigrubu denir.
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Baginti ve Denklik

Tanim
B € B(X) olmak lizere

domfB = {xeX:3yeX, (x,y) € B};
xB = {yeX:(xy)ep};
imB = {yeX:aIxe X, (x,y) € B} ve
yBt = {xeX:(xy)e€p}
kiimelerine sirasiyla 8 bagintisinin tamm kiimesi, x € X in §

altindaki goriintii kiimesi, 5 bagintisinin gériintii kiimesi ve
y € X in ters goruntiisii denir.
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Baginti ve Denklik

X bos olmayan bir kiime ve 3, X lizerinde herhangi bir baginti
olmak lizere

o 1x ={(x,x): x € X} C B ise B ya yansimal baginti;
e 371 = ise B ya simetrik baginti;
e Jof C [ise S ya gegismeli baginti

denir. Eger 8 yansimali, simetrik ve gecismeli bir baginti ise 5 ya X
uzerinde bir denklik bagintisi dendigini biliyoruz.

Leyla Bugay idempotent Dogurayli Doniisiim Yarigruplari



Green Denklik Bagintilari

S bir yarigrup ve @ # | C S olsun.Eger SI C | ise | ya S nin bir
sol ideali ve eger IS C | ise | ya S nin bir sag ideali denir. Eger
I, S nin hem sol hemde sag ideali ise | ya S nin bir ideali denir ve
I <°S ile gosterilir.

S bir yarigrup ve a € S olsun. S nin a elemanini iceren en kiigiik
sol ve sag idealleri sirasiyla

SIQZSQU{Q}:{XQZXESI}

aS'=aSuf{a} ={ay:ye S}
dir.
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Green Denklik Bagintilari

S yarigrubu iizerinde tanimlanan
L={(ab)eSxS:5a=S"b}

R={(a,b)€SxS:aS" =bS'}

bagintilari birer denklik bagintisi olup bu denklik bagintilarina
sirasiyla sol green (L—green) ve sag green (R—green) bagintisi
denir.

S yarigrubu iizerinde sol-green denklik bagintisi L ve sag-green
denklik bagintisi R yi iceren en kiiciik denklik bagintisina D-green
bagintisi denir ve kolayca gosterilebilir ki D = L o R dir.
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Donusum Yarigruplari

Tanim

X bos olmayan bir kiime ve 8 € B (X) olmak (izere
Vx € X icin |xB| =1

ise § ya X lzerinde bir doniisiim (fonksiyon) denir.

X kiimesi tizerinde tanimli tiim doniisiimlerin olusturdugu kiime,
bileske islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba X iizerindeki (tiim)
doniisiimler yangrubu denir ve bu yarigrup Tx ile gosterilir.
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Donusum Yarigruplari

Eger X = X, ={1,2,..., n} seklinde n elemanl sonlu bir kiime
ise X, lizerindeki (tiim) dontstimler yarigrubu T, ile gosterilir.
Bu durumda bir 8 € T,, doniisiimiinii

5:<(1§5 op (n%)

seklinde ifade ederiz.

Leyla Bugay idempotent Dogurayli Doniisiim Yarigruplari



Donusum Yarigruplari

Biliyoruz ki herhangi bir 5 € T, doniistimii verildiginde A C X,
olmak lizere Va € A igin

seklinde tanimlanan B\: A — X, donlsiimiine 8 nin A kiimesine
kisitlanisi diyoruz ve bunu f |4 ile gosteriyoruz.
Benzer sekilde X, C A olmak lizere Va € A i¢in

- (a) B ;a€ X, ise
(a)ﬂ_{(a)g va ¢ X, ise

*
seklinde tanimlanan 8 : A — A donusumiine de 8 nin A kiimesine
genislemesi diyoruz.
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Donusum Yarigruplari

a, B € T, olmak iizere (., ) € D olmasi icin gerek ve yeter

kosul
imal = | im 8]
olmasidir.
Ispat: Ganyushkin and Mazorchuk (2009), Teorem 4.5.1'e bakiniz.
|
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Donusum Yarigruplari

Onerme

a € T, donisiimiintin bir idempotent eleman olmasi icin gerek
ve yeter kosul

(0% ‘ ima— 1 ima

olmasidir. Burada 1 iy, «, VX € ima icin

(X)1 ima = x

seklinde tanimlanan birim dondsimdiir.

Ispat: Ganyushkin and Mazorchuk (2009), Teorem 2.7.2'ye
bakiniz. m
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Doguray Kumesi

S bir yarigrup ve X bos olmayan bir kiime olmak iizere S nin X i
iceren en kiictik altyarigrubuna X tarafindan dogurulan yarigrup
denir ve (X) ile gosterilir.

Kolayca gosterilebilir ki
(X) = {x1x2...xn CX1,X0,...,%Xp €X, n€E Z+}

dir. Yani X uzerindeki tim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

X, lzerindeki (tiim) bire-bir ve 6rten déniisiimlerin
(permutasyonlarin) kiimesi T, nin bir altyarigrubu olup bu
yarigruba n—inci simetrik grup denir ve S, ile gosterilir.

Biz ST, ile gosterilen ve singiiler doniistimler yarigrubu olarak
adlandinlan T,\S, yarigrubunu ele alacagiz.
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Singtler Donlisumler Yarigrubu

Ky, ={a € T,:|ima| = r} olarak tanimlaniyor olmak iizere
bir X C ST, icin K, ,_1 € (X) ise ST, = (X) dir.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

T, nin D-green bagintisina gore elde edilen denklik siniflarini
distinelim.

Daha onceki bir onermeden dolayi T, nin D-green bagintisina
gore n tane denklik sinifi oldugu agiktir. Bunlar 1 < k < n olmak
uzere

Dyx={aecT,:|ima| =k}

seklindedir.

Yukaridaki onermeden de kolayca goriiliiyor ki ST, nin tim
elemanlarini dogurabilmek icin D, ,—1 in tim elemanlarini doguran
bir kiime bulmak yeterlidir.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

Simdi Howie(1978) tarafindan daha 6nce ispatlanmis olan ve
anlasiimasinin daha basit oldugunu distindigim timevarim
yontemiyle yeniden ispatladigim asagidaki teoremi inceleyelim.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

n > 2 olmak tizere Voo € Dy, p_1, icerisindeki idempotentlerin
yani E (Dp n—1) in elemanlarinin bir carpimi seklinde yazilabilirdir.

ispat: n=2icin

o {(11).(3 1)) -0

olup iddia dogrudur.

n > 2 olmak tizere Vao € Dp p—1 in E (Dp n—1) in elemanlarinin
bir carpimi seklinde yazilabilir oldugunu kabul edelim.

Simdi, Tpy1 yanigrubunun D1 , green denklik sinifini ve bu
siniftaki idempotent elemanlari disiinelim.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

A={a € E(Dpt1n):(n+1)a=n+1; ¥xe€ X,, (x)aec X,}

1 2 3 n n+1
n+1 2 3 n n+1)’

B— 1 2 3 ... n n+1
o 1 n+1 3 ... n n+1)°
1 2 3 ... n n+1
L \1 2 3 ... n+1 n+1
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

( 1 2 3 n n+1 )
1 2 3 n 1 ’ ’
C— 1 2 3 ... n—1 n n+1
- 123 ... n=1 n n-1)’
1 2 3 ... n—1 n n+1
L \1 2 3 ... n—1 n n

olmak tlizere E (Dp ,—1) bu ii¢ kiimenin birlesimidir.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

Burada a € A icin a |x,= & dersek & € E (Dp, p—1) oldugu
aciktir.

Ayrica € E(Dp p-1) igin de 8 : Xpy1 — Xpia
dontsimini Vx € Xp11 icin

£ ) (x)B ixeX,ise
(X)ﬁ_{n—kl ' x=n+1 ise

seklinde tanimlarsak 5 € A olur.  Bu durumda Va € A icin

* *

(@) =ave VP € E(Djp_1) igin (B) = 3 olup

“tA— E(Djp_1) ve *: E(Dpn—1) — A donisiimleri bire-bir,
ortendirler.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

a € Dpyq,p olsun. Bu durumda | im | = n olur. Dolayisiyla X,
nin sadece iki elemaninin goriintiileri aynidir. Genelligi bozmaksizin
gortntuleri ayni olan bu iki eleman X, nin elemani ise bu iki
elemanin 1 ile 2 oldugunu ve eger bu iki elemandan biri X, nin
elemani digeri de n+ 1 ise X, deki bu elemanin 1 oldugunu kabul
edelim.

O halde genel olarak

o= 1 2 3 ... n n+1
- \(Da 2a B)a ... (Na (n+1)a
seklinde olan bir o € D41, donlsiimiinde ‘(n +1) ofl‘ =0,1,2

olusuna, gorintiileri ayni olan iki elemanin durumuna ve (n+ 1) «
ya gore 7 temel durum soz konusudur.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

Bunlar

Q@ |(n+1)at=0ve()a=(2a

Q@ [(n+1)at=0ve(l)a=(n+1)a

Q@ |[(n+1)at=1 Na=2)ave(n+1l)a=n+1
QO |[(n+at=11a=QR)ave(n+1)a#n+1
Q@ [(n+at=1ve(l)a=(n+1)a

QO |[(n+1)at=2ve(l)a=(n+1)a=n+1

Q@ |[(n+1at=2ve(l)a=(a=n+1

dir. Bunlari tek tek inceleyelim.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

1. durumda: Vx € X,41 icin (x) @ € X, ve (1) = (2) @ olup
B = ((l)a Da B)a ... (N« n_|_]_>

(1 2 3 ... n n+1
TT\1 23 ... 0 (n+1)a

alinirsa By = « olur.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

2. durumda: Vx € X,y icin (x)a € X, ve (1)a = (n+ 1) « olup

. 1 2 3 ... n n+1
7_<n+1 2 3 ... n n+1>
= 1 2 3 .. n n+1l
\2)a 2a B)a ... (N« n+1>
(1 2 3 ... n n+l
_<1 2 3 ...n (n—i—l)a)

alinirsa 78\ = « olur.
3. durumda: Vx € X, icin (x)a € X,, (1) a=(2) « ve
(n+1)a=n+1olup o= g alahm.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

4. durumda: |(n+1) a7t =1, (1)a=(2)ave
(n+1)a# n+1olup birtek 3<i<nigin (i)aa=n+1ve ann
gorlintl kiimesinde olmayan tek eleman z € X,, dir. Bu durumda

_ (1 2 3 ... i ... n n+1
= Da VDa B)a ... (Na ... (nNa (n+1)«
seklinde olup

— 1 2 3 Y n n+1

F= Da Do B)a ... z ... (Na n+1

(1 ... z ... n n+1
7= 1 ...z ... n (n+1)a
\— 1 ... z—-1 z z+1 ... n n+1
~\1 ... z—=1 n+1 z+1 ... n n+1

alinirsa Sy = « olur.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

5. durumda: |(n+ 1) _1| =1ve(l)a=(n+ 1)« olup bir tek
2<i<nign (i)ae=n+1, a nin goriintii kiimesinde olmayan tek
eleman z € X, ve i # 1 dir. Bu durumda

*= (e @ G L e 5 e (o)
seklinde olup
= (oda s )
5=( @a T (e nia)
()

(1 ... z—-1 z z+1 ... n n+1
F=\1 ... z2=1 n4+1 z+1 ... n n+1

alinirsa y8Ap = « olur.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

6. durumda: |(n+1 1|—2ve(1)a:(n+1)a:n+1o|up
(2)a,..., (n)a € X, olur. Bu durumda

- 1 2 ... n n+1
7= n+1 2 ... n n+1

=9 @a o (e ai1)

alinirsa v38 = « olur.
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

7. durumda: |(n+ 1) o' =2ve (1)a = (2)a=n+1olup

(3)a,..., (n+1)a € X, ve o nin goriintii kiimesinde olmayan tek
eleman z € X,, olur.Bu durumda
(12 3 . on o+l
\z z 3)a ... (Na n+1
(1 ... z ... n n+1
"=\ ..oz .on (n+1)a
\ = 1 ... z—1 z z+1 ... n n+1
“\1 ... z—=1 n+1 z+1 ... n n+1

alinirsa fyA = « olur.,
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

Her durumda da vy, \,p € BU C ve 8 € Dpy1,, oldugu kolayca
goriiliiyor. B |x,€ Dp n—1 olup tiimevarim hipotezinden dolayi
B x,, E(D,,’,,,l) in elemanlarinin bir carpimi seklinde yazilabilirdir.
O halde 8 |x,= £1 ,Bk oIacak sekilde f1,..., 8k € E(Dp,n-1) ve

*
k € Z* var olup 8 = 61 ﬁk olur. Burada 61,...,Bk € A olup
yukaridaki durumlarda yerlerine yazilirsa o nin E (Dpy1,5) in
elemanlarinin bir carpimi seklinde yazilabildigi gorulir. =
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Singuler Dontstumler Yarigrubu

Howie 1978'de yaptigi calismada daha da ozel olarak ST, i
uretmek igin @ tane idempotent elemanin yeterli oldugunu da
gostermistir.
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