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ONSOZ

Bu ders notlar1 Fizik Boéliimiinde zaman zaman se¢meli olarak vermekte
oldugum sayisal analiz dersinin hazirlanmasi sirasinda ortaya ¢ikmistir. Notlar
eksiksiz olmaktan ¢ok uzak olup siirekli bir degigim ve gelisme igerisindedir. Not-
larin hazirlanmasindaki temel amac konu ile ilgili hem daha diizenli bir kaynak
yaratmak, hem de bu konuda varolan eksikligi gidermeye katkida bulunmaktur.

Bu ders notlar1 sayisal analiz konusunda tamamen teorik bir caligma ol-
madigr gibi tamamen sayisal bir el kitabida degildir. Konular tiniversite bir-
inci ve ikinci simif standart matematik derslerini takip etmis biri i¢in kolaylikla
izlenebilecek durumdadir. Ayrica bu notlar1 kullanacak olanlarmm FORTRAN
programlama dili ile ilgili girig diizeyinde yeterli bilgiye sahip olduklari, for-
tran programlarini yazip derleyebilecekleri gerekli yazilimlarin bulundugu bir
bilgisayara erigimlerinin bulundugu kabul edilmistir. Programlar FORTRAN 77
dilinde yazilmigtir. Programlarin biiyiik kismi belirli bir problemi ¢ézmek veya
islevi yerine getirmek tlizere yazilmigtir. Caligir durumdaki bu programlar eksik-
siz olarak 6grenciye verilecektir. Ogrenci bu programlar: varsa degisik parame-
treler, baglangic sartlari vs. igin ¢aligtirarak aginalik kazanacak, ayni zamanda
programin/kullanilan yontemin iyi/kotii taraflarimi kegfetmis olacaktir. Daha
sonra benzeri problemleri ¢ézmek tizere bu programlarda gerekli degisikliklerin
yapilmasi istenecektir.

Ele alinan konularin anlatimi ve bunlarin bilgisayarda pratik uygulamasi be-
raberce yiiriitiilecek sekilde tasarlanmigtir. Bu nedenle 6grencinin notlar: adim
adim takip etmesi durumunda en iyi verim elde edilmig olacaktir. Pratik
uygulamalar1 daha sonra yapmak isteyenler veya bu durumun daha uygun
oldugu durumlar ic¢in kullanilmak iizere her boliimiin sonuna bir ’Labaratu-
var Saati’ eklenmistir. Burada o boliime ait pratik olarak bilgisayar baginda
yapilmas: gereken her sey tekrar edilmigtir. Bu nedenle béliim iginde anlatilan
konular ile labaratuvar boliimiinde istenenler bazen tamamen ayni olabilir. Bu,
tekrara diigme pahasina olsa da yapilmistir.

Bu dersi daha once almig olan ogrencilerin bu notlarin hazirlanmasina
dolayli veya dolaysiz mutlaka katkilari olmustur, onlara tegekkiir ediyorum.
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Boliim 1
GIRIS

Bu bolimiin temel amact FORTRAN komutlarini basit pratik uygulamalar
kullanarak yeniden hatirlatmaktir. Ozellikle SUBROUTINE ve FUNCTION
alt programlarimin nasil kullanildigini gostermek {izere basit 6rnek program-
lar sunulmustur. Fortran komutlarinin kisa bir 6zeti ve Fortran programa
dili ile ilgili baz1 6nemli noktalar Ek-A’da verilmistir. Ayrica bu bdéliimde
hata, hassasiyet ve kararlilik kavramlari iizerinde kisaca durulmustur. Uzun
siiredir programlamadan uzak kalmig veya daha Once programlama dersi
almig fakat ayrintili uygulama firsati bulamamig olanlarin bu béliimii mutlaka
izlemeleri 6nerilmektedir. Ozellikle verilen 6rnek programlarin yazilip derlen-
mesi baglangi¢ i¢in ¢ok 6nemlidir.

1.1  Giris

Bilgisayarlar verilen sayilar1 yapilar1 geregi ancak sonlu hassasiyetle
hafizalarinda tutabilir ve bu nedenle ancak sonlu bir hassasiyetle islem yapa-
bilirler. Sayilarin temsili bit (binary digit) ile veya bitlerin bir araya gelmesinden
olugan byte (81i bitler) ile yapilir. Temsil edilen sayilar tam say1 (integer, fixed-
point) olabilecegi gibi gergel say1 (real, floating point) da olabilirler. Sayilarin
temsilinde kullanilan say1 sistemi ¢ogunlukla ikili (binary) say1 sistemi olmakla
beraber 16’11 veya 10’lu sistemlerde kullanilmaktadir.

Giinlik hayatta kullandigimiz onlu sayr sisteminde, ornegin 365 sayisi,
ashnda ti¢ tane 100, alt1 tane 10 ve bes tane 1’in toplamindan olugur. Bu
durumu

365=3-100+6-10+5-1=3-10>46-10' +5-10° = (365)10

seklinde gosterebiliriz. Onlu say1 sisteminde 0, 1, ..., 9 rakamlar vardir. Biitiin
sayilar 10'nun uygun katlarinin uygun katsayilar ile carpilmasi ve bunlarin
toplanmasi ile elde edilir. 10 bu sistemin taban sayisidir. Aym sayiyi ikili say1
sistemine gore temsil etmek istersek ne yapmamiz gerekir? 1kili sistemde de
biitiin sayilar, 2’nin uygun katlarinin 0 veya 1 ile ¢arpimlarinin toplanmasi ile
elde edilecektir. O halde 7 sayisim ikili sistemde temsil etmek igin 7 sayisinin
icinde 2’nin degisik katlarindan kag¢ tane oldugunu bulmamiz gerekir. Bunu ver-
ilen sayiy1 siirekli 2’ye bolerek ve kalanlar: takip ederek yapabiliriz. Bu sayiy1

7=1-224+1-2"4+1-2°=(111),
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seklinde temsil edebilecegimizi hemen gorebiliriz. Benze sekilde 9 sayis1
9=1-224+0-2240-2"41-2° = (1001),

olarak temsil edilebilir. Ikili say1 sisteminin gorildiigii gibi taban sayisi 2’dir.
Birden kiigiikk sayilarin temsili ise kullanilan say1 sisteminin tabaninin (onlu
sistemde 10, ikili sistemde 2) negatif tisleri kullamlarak yapilir. Bunlarin
ayrintilarina burada girilmeyecektir.

ORNEK 1.1 11 saysin ikili ve dortli saye sistemlerinde temsil ediniz.
Cozim: Ikili say ssitemine gore

1M=1-224+0-22+1-2"41-2° = (1011),

olacaktir. Dortli say sisteminde temsil etmek igin ise 0, 1, 2 ve 3 sayilaring kul-
lanmamaz gerekir. 4’in uygun katlart bu sayilarin uygun olanlar: ile ¢arpilarak
elde edilen sayilar toplanirsa, istenilen temsil bulunacaktir. Buna gore 11 sayist
icinde 2 tane 41 ve 3 tane 4° oldugundan aranan temsil

11=2-4"+3.4°=(23)4

olacaktar.

1.2 Hassasiyet, Hata ve Kararlihik

Sayilarin bilgisayarlarda ancak sinirli bir hassasiyetle temsil edilebilmesi ne-
deniyle ortaya g¢ikan hatalar kullanilan makineye baghdir. Bu durum ’makine
hassasiyeti’ kavrami ile aciklanmaya caligilir ve degisik mertebedeki sayilar:
makine iglemcisinin bir birlerinde ayrilabilmesi yeteneginin bir 6lgiisii olarak
diigtiniilebilir.

Makine hassasiyeti €, 1.0 sayisina eklendiginde 1.0’den farkl bir say1 veren
en kiigiik saymin biiytikligi olarak tanimlanir. Bu say1 kullanilan makineden
makineye farkliliklar gosterebilir. 32 bitlik ikili sistemi kullanan kisisel bilgisa-
yarlarm ¢ogunda tekli hassasiyet (single precision) kullanildiginda e = 1.1x 107
kadardir. Cifte hassasiyet (double precision) kullamldiginda € = 2.2x 10716 mer-
tebesindedir. Bilgisayarla yapilan hesaplamarda e kadar bir hatanin yapilmasi
muhtemeldir. Bu hata yuvarlama hatas1 (round-off error) olarak bilinir ve
programcinin bu hatay:r azaltmak veya yoketmek igin yapabilecegi bir sey yok-
tur. Fakat asagida da goriilecegi gibi bu hatanin etkilerini en aza indirmek igin
gesitli tedbirler alinabilir.

Bu noktada bir yanlig anlamaya meydan vermemek i¢in hemen belirtelim:
¢ bir makinede kullanilabilecek en kiiciik say1 demek degildir. Ornegin makine
hassasiyeti 1 x 1072 olan bir bilgisayarda 1 x 10~%* gibi bir say1 rahatlikla
kullanilabilir ve bu say1 ile iglemlerde yapilabilir. Fakat bu say1 érnegin 1’e
eklendiginde sonug yine 1 olacaktir. Bilgisayar bu kadar farkli mertebedeki iki
say1y1 ayirt etme kapasitesine sahip dagildir.

Diger yanda, bilgisayar ile yapilan hesaplamalarin gogunda siirekli bir
degiskenin secilen belirli kesikli noktalarda degeri bulunur. Ornegin sayisal
olarak tiirev veya integral alirken her ikisinin analitik tanimlarinda gecen ve
¢ok kiigiik bir araligi temsil eden Az biiyiikliigiini sifir limit degerine gétiirmek
pratik olarak miimkiin degildir. Bu nedenle sayisal olarak yapilan hesapla-
malarin ¢ogunda belirli bir hata yapilir. Bu hataya kesme hatasi (truncation
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error) denir. Kesme hatasi genelde programcinin kontroliinde olup, sayisal anal-
izin hemen hemen tamami bu hatay1 en aza indirme veya kontrol altinda tutma
yontemlerini ortaya cikarmak tizerine kuruludur.

Hassasiyet sayisal olarak yapilan bir iglemin sonucunun gergek degerine ne
kadar yakin oldugu ile ilgili bir kavramdir. Kararlilik ise ¢aligtirilan programin
iraksamadan istikrarh bir bicimde ¢aligmasi demektir. Burada 6nemli olan has-
sasiyetten ¢ok hatalida olsa iglemlerin sorunsuz ytriitiilebilmesidir. Bu nedenle
kararl calisan bir programin ¢iktilarimin da hassas olacagi sanilmamalidir.

ALISTIRMA 1.1 Hesap makinenizin 'makine hassasiyetini’ bulunuz. Bunu yap-
mak icin 1 saypsina ornedin 107° den baslayarak gittikce kiictilen sayilar ek-
leyiniz. Bu isleme toplaman sonucu yine 1 sayisine verene kadar devam ediniz.

ALISTIRMA 1.2 a) Kullandiginiz bilgisayarin hassasiyetini bulmak icin asagida ver-
ilen programi bilgisayarinizda bulunan bir editor kullanarak bir dosyaya yaziniz. FOR-
TRAN derleyicinizi kullanarak bu programi derleyiniz ve sonra calistirimiz. Makin-
enizin hassasiyeti nedir?

b) Ayni programi, programda gecen 'REAL" komutunu, 'REAL*8’ ile degistirerek
yeniden c¢alistirimiz. Makine hassasiyetinizde bir degisiklik meydana geldi mi?

PROGRAM epsilon
*okokok ok

* epsilon.for - KullandIgInIz makinenin hassasiyetini (epsilon)

* bulmak amacl ile yazIlmIstIr
*okkokok

REAL eps, bir, bireps

eps

1.0
bir 1.0

100 bireps = bir + eps
IF( bireps .LE. bir) GOTO 200
eps = 0.5 * eps
GOTO 100

200 eps = eps * 2.0
WRITE (*,%*)
WRITE(*,*) ’——————————————————— ’
WRITE(*,*) ’ Makine Hassasiyeti: °
WRITE(*,*) ’ epsilon = ’, eps
WRITE(*,%) ’-—————————————m———— ’
END

FORTRAN programlama dilinde tekli hassasiyet kullanilarak igleme tabi
tutulacak degigskenler REAL komutu ile tamitilir. Bu kategorideki hesaplamalar
hafizada 32 bit (4 bayt) yer ayrilarak yapilir. REAL*8 ise degigkenin ifte
hassasiyetle hesaplanacagin ilan eder ve bu durumda iglemler 64 bit (8 bayt) yer
ayrilarak yapilir. Giiniimiizde bilgisayarlarin bilgi isleme hizlar1 ve kapasiteleri
¢ok arttigindan biitiin hesaplamalar cifte hassasiyette yapmak yerinde olur. Bu
konuya yeri geldikge ileride deginilecektir.
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1.3 Hassasiyet Kaybi1 ve i§lem énceligi

Yukarida sozii edilen makine hassasiyetinin smirli olmasindan ve agagida
bahsedilecek islem oOnceligi nedeniyle bilgisayarlarla islem yaparken cok farkh
mertebelerdeki sayilar: bir araya getirmek dogru degildir. Bu nedenle iglemlerde
en az hatayl yapmak icin, Oornegin bir ¢ok say1 toplaniyorsa ayni mertebe-
deki sayilarin gruplanarak toplanmasi daha uygundur. Veya sayilari kiiciikten
biiytige dogru siralayarak, once kiigik sayilardan baglayarak toplama yapmak
daha uygun olacaktir. Bu sekilde iglemlerde ortaya gikabilecek hassasiyet kaybi
6nlenmig olur. Ornegin makine hassasiyeti € = 2 x 1076 olan bir makinede 1
sayisina bir milyon defa 1076 sayis1 eklenirse 2 yerine yine 1 sayisi elde edilir.
Burada yapilmasi gereken once kiigiik sayilar1 ekledikten sonra ortaya g¢ikan
sayimin daha biiyiik sayiya eklenmesidir.

Bagka bir hassasiyet kaybi ise birbirlerine ¢ok yakin sayilarmn bir birinden
akartilmasinda ortaya cikar. Ornegin = = 0.123, y = 0.124 olsun. Bu sayilarmn
her ikisinde de 3 anlamlh rakam vardir ve son haneleri en az hassas olan rakam-
lardir. Bu iki say1 bir birinden ¢ikartildiginda, her iki sayininda en az hassas olan
basamaklarinin farki alinmig olur. Sonug sadece bir anlamli rakam igerir ve o da
en anlamsiz iki rakamin fark: olur. Bir birlerine ¢ok yakin sayilarin ¢ikartilmasi
payda da ise yapilan hatanin etkisi daha da abartilmig olur. Bu nedenle miimkiin
olan her yerde bir birlerine yakin sayilarin farklarinin alinmasindan kacinilmal,
ayni iglemi yapmanin degigik yollar: aranmalidir.

ORNEK 1.2 Asagrda verilen islemleri hassasiyet kaybr en az olacak sekilde
Yyapiniz.
a) x sifira ¢ok yakin bir sayr olmak tzere y =1 — cos(x)
b) x 1’e gore ¢ok biiyiik bir sayr olmak tizere y = /x +1—+/x

Cézim:

a) x sifira ¢ok yakin ise verilen saylar bir birine ¢ok yakin olacaktir. y’i
eslenigi ile carpip bélersek

(1 —cos(z))(1 4 cos(z)) sin?(z)
1 + cos(z) ~ 1+cos(z)

olur. Bu deger saglkly bir sekilde hesaplanbilir.

b) (a)’da kullamalan yontemi kullanarak bir ¢ézim bulunuz.

1slemler sirasinda dikkat edilmesi gereken bir diger konu islem onceligidir.
FORTRAN da kullanilan artimetik iglemciler gunlardir: ”toplama” (4),
"gikarma” (-), "garpma” (*), "bolme” (/) ve 7iis alma” (**). Bu iglemcilerin
oncelik sirasi ise gOyledir: 1. 1iis alma, 2. carpma ve bolme, 3. toplama ve
¢gikarma. Aymni Oncelige sahip iglemlerde, parantez igindekilere 6ncelik tanimir.
Smirli hassasiyet ve iglem Onceligi nedeniyle bilgisayarla yapilan iglemlerde
ornegin toplamanin degisme ve birlesme 6zellikleri saglanmayabilir.

ORNEK 1.3 Asagida verilen aritmetik islemlerin yapilmasi icin FORTRAN pro-
gramlama dilinde komut satirina bu degerler nasil yazilmahdir?

. 3 o
a)a=¢ b)a=L c)y=2— 2%

Coziim: b)
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PI=3.1415
A=B*x3/2./PI

ORNEK 1.4 Makine hassasiyeti € = 1075 olan bir makineye z = —1 x 102, y =
1 x 10® ve z = 1.0 sayilari verilmis olsun. Asagida verilen toplamlarin degerini
bulunuz.

h = o+ (y+2)
fo = (x+y)+=z
fz = z+y+=z
fi = z+2z+y
fs = y+z+uw

Cozim:

Verilenleri yerine yazalim:

fi=z+(y+2)=—-1x10%+ (1 x 108 +1.0)
Yukaridaki islemde parantez icindeki sayilarin islem onceligi oldugundan once bu
sayilar toplanacaktir. Makine hassasiyeti 10~ olduguna gore toplamin sonucu ne
olmalidir? Bunu daha kolay goérebilmek icin f;'i yeniden yazalim:

fi=—-1x10%+1x10%* (1.0 + 1.0 x 1078)
Burada parantez icindeki terim dncelige sahiptir ve 1078 < 105 oldugundan, sonug
1.0 olacaktir. Boylece

f1=—-1x108+1x10%%1.0 = —1 x 103 +1 x 10® = 0 olacaktir! Sonucun 1.0
olmasi gerekirken 0.0 ¢cikmasinin nedeni makinedeki sinirli hassasiyet ve islemlerde
uyulan onceliktir.

1.4 Ornek Programlar ve Oneriler

1.4.1 Verilerin Ekrandan Okutulmasi

Temel FORTRAN komutlarimi hatirlamaniz i¢in EK A’da verilen kisa 6zeti kul-
laniniz. Bu noktada temel FORTRAN komutlarinin kullanildigr basit algorit-
mali programlar yazarak baglamak cok daha ogretici olacaktir. Daha sonra
programlarin zorluk seviyesi ve karmagikligi arttirilabilir. Baglangic olarak iki
sayiy1 bilgisayar ekranindan okuyarak bunlarin toplamini bulup ekrana yazan
bir program yazalim. Asgagida verilen basit program bu isi yapmak igin yeter-
lidir.

PROGRAM GIRIS1
Cokokskokok ok KKk K koK
C Ekrandan iki sayl okur ve bu sayllarIn toplamInl ekrana yazar
C Son degistirme tarihi: 17 Ekim 2002
Cxok ok Kok ok Kk

REAL*8 A,B,TOPLAM

WRITE(*,*)’ A ve B nin degerini giriniz:’

READ (*,%) A,B

TOPLAM= A + B

WRITE(*,*)’> TOPLAM=’,TOPLAM

STOP

END
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Simdi bu programdaki her satirin ne ige yaradigini sirasi ile gorelim. Pro-
gramin ilk satir1 programin ismini belirtir. Bu komut zorunlu degildir ve is-
tenildiginde programdan c¢ikartilabilir. Hatirlanacag: gibi FORTRAN 77 stan-
dardinda gecerli komutlar komut satirinin 7 ile 72. satir1 arasia yazilmalidir.
Burada da program komutu yedinci satirdan baslayarak yazilmistir.

Daha sonra gelen ve 'C’ ile baglayan dort satir FORTRAN derleyicisi
tarafindan algilanmaz ve kullanici buralara istedigi her seyi yazabilir. Bu satirlar
programcinin kendisi ve programi kullanacak olan digerleri igin yazdig1 agiklayici
bilgiler icerir. Burada programin hangi amagla yazildigi, kim(ler) tarafindan
yazildigi, eger varsa problemin ¢éziim metodu ve literatiirdeki kaynaklara refer-
anslar, girdi/gikt1 degigkenleri, programin degisiklige ugradigi en son tarih ve
yapilan degigiklikler gibi bilgiler verilir. Kullanicinin dikkat etmesi gereken
o6nemli noktalar varsa burada belirtilir.

Programin 5. satirn A, B ve TOPLAM degigkenlerinin "REAL’ (gercel,
reel) tipi oldugunu belirtir. FORTRAN derleyicisi bu degigkenler igin reel
degiskenlere uygun olacak sekilde hafizada yer ayirir. 6. satir program kul-
lanicisina bilgi vermek tizere eklenmigtir. Burada kullaniciya toplami bulunacak
A ve B degigkenlerinin degerlerinin ekrandan girilmesi gerektigi "WRITE’ ko-
mutu kullanilarak hatirlatilir. Bu satir olmadig: taktirde kullanici ne yapacagini
bilemez ve bilgisyar da kullanicidan siirekli bir deger girmesini bekler. 7. satir
ekrandan girilen iki sayiy1 'READ’ komutu ile okuyarak bu degerleri kendileri
i¢in ayrilan hafiza yerlerine kaydeder.

8. satirda programin yapmasi gereken asil ig, yani toplama iglemi yapilir
ve sonug TOPLAM degiskeni i¢in ayrilan hafiza yerine kaydedilir. Bir sonraki
satir sonucun ekrana yazilmasi icindir. Son iki satir ise programin durdurulmasi
igin gerekli komutlardir. ’STOP’ komutu zorunlu degildir ve bir programda
istenildigi kadar 'STOP’ komutu olabilir. Fakat her programda mutlaka bir
"END’ komutu olmahdir ve bir ana programda (veya bir alt programda) sadece
bir ’JEND’ komutu olabilir.

Programda ’READ’ ve 'WRITE’ komutlarinda parantez icinde yildiz
(*’) kullamlmigtir. Bunlardan birincisi degigkenlerin ekrandan okunacagi
(yazilacagl) anlamina gelir. ikinci yildiz ise okuma ve yazma islemlerinin
formatsiz yapilacagini gosterir. ilerde verilerin formath olarak nasil
yazdirilabilecegini gorecegiz.

ALISTIRMA 1.3 Bilgisayarinizda bulunan bir editér programini kullanarak yukarida
verilen programi bir dosyaya yaziniz. Daha sonra bir FORTRAN derleyicisi kulla-
narak bu programi derleyip calistiriniz. A ve B degiskenlerinin degerini ekrandan
girerken bu degerleri bosluklarla veya virgiille ayirarak giriniz. C")rneéin A ve B i¢in
3.2 ve 6.7 degerleri girilecekse, ekrana

3.2 6.7
veya
3.2, 6.7

giriniz. A ve B igin bu degerlerin girildigi durum icin ornek cikti asagida
gosterilmistir.

A ve B nin degerini giriniz:
3.2 6.7

TOPLAM= 9.900000000000000
Stop - Program terminated.
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1.4.2 Boyutlu Degiskenler ve Dongiiler

Yukarida verilen program biraz daha gelistirilebilir. Programin ikiden fa-
zla sayiy1 toplamasi gerektigini varsayalim. Bu durumda her say1 i¢in A,
B, C, --- gibi farkhh bir degisken kullanmak yerine boyutlu bir tek degisken
kullanilabilir. Bu tip degigkenler vektor degiskenler olarak adlandirilir. Bu
sOylenen degisiklikleri yansitacak sekilde GIRIS1 programi yeniden diizenlenerek
agagidaki GIRIS2 programi elde edilmistir.

PROGRAM GIRIS2
Cokskokokokokokok koK ok ok
Ekrandan N tane sayl okur ve bu sayllarIn toplamInI ekrana yazar
Program yazarI: Metin Ozdemir

C
C
C
C Son degistirme tarihi: 17 Ekim 2002
C girdi(ler): A
C A(NMAX) : NMAX boyutlu vektor degiskeni
C
C CIktI: TOPLAM : sayIlarIn toplamI
Ok kok Kk ko
PARAMETER (NMAX=10)
DIMENSION A(NMAX)
REAL A,TOPLAM
WRITE(*,*)’ Kac sayIl toplanacak?’
READ(*,*) N
1 IF(N.GT.NMAX) THEN
WRITE(*,*)
WRITE(*,*)’ Girdiginiz sayI’, NMAX,’ dan buyuk olamaz’
WRITE(*,*)’ Toplanacak sayl adedini yeniden giriniz’
READ(*,*) N
GOTO 1
ENDIF
WRITE(*,*)’ Toplanacak sayIllarIn degerlerini giriniz:’
READ (x,*) (A(I),I=1,N)
C SayIlarIn toplamini bulallm
C TOPLAM i sIfIrlayallm
TOPLAM=0.0
DO 10 I=1,N
TOPLAM= TOPLAM + A(I)
10 CONTINUE
WRITE(*,100) TOPLAM
100 FORMAT (1X,’ TOPLAM=’,1PE12.5)
STOP
END

Yeni programda yapilan degigikliklere bir goz atalim. Simdi program
hakkinda verilen bilgi biraz daha genigletilmigtir. Programin yazari, girdi ve
ikt degiskenleri, programin son degistirilme tarihi vb. bilgiler agik olarak
yazilmigtir.

Programda gegen ©nemli yeni bir isim 'PARAMETRE’ komutudur.
'"PARAMETRE’ komutu programin ¢aligmasi esnasinda hi¢ degismeyen sabit-
lerin degerlerini atamak igin kullanilir. Bunun bir diger avantaji ise bu



18 GIRIS

sabitler icin hafizada yer ayrilmasi 6zel olarak yapildigindan daha az hafiza
kullanimi gerektirmesidir. Bu programda toplanabilecek en ¢ok sayinin degeri
NMAX olarak atanmigtir. Eger daha ¢ok sayinin toplanmasi gerekiyorsa sadece
NMAX’n degerini artirmak yeterlidir.

Onemli bir diger fark ise vektorel (boyutlu) bir degiskenin olmasidir. 'DI-
MENSION A(NMAX)” komutu A degisekeninin en gok NMAX bilegeninin ola-
bilecegini yani en gok NMAX kadar degeri kaydedebilecegini gosterir. Bu ne-
denle A NMAX tane bilegeni olan bir vektor gibi diisiiniilebilir.

Programdaki 'TF(...) THEN ... ENDIF’ komutu kontrol i¢in kullanilmigtir.
Toplam1 yapilacak say1t NMAX’dan ¢ok ise herhangi bir hataya yol agmamak
i¢in kullanici bu durumdan haberdar edilmektedir. Bu komutla ilgili daha fazla
bilgi edinmek icin EK A’ya bakiniz.

'DO’ dongiileri tekrarlanan hesaplamalar: yapmak i¢in kullanilir. Program
GIRIS2’de N tane sayinin toplamini bulmak icin ‘DO’ dongiisii kullanilmigtir.
Son olarak TOPLAM degigkeninin yeni programda formath olarak basildigina
dikkat edelim.

ALISTIRMA 1.4 Yukarida verilen GIRIS2 programime bir dosyaya yaziniz.
Bu programa fortran derleyicinizi kullanarak derleyip calistiriniz.  Programa
calistirdiginizda asagidaki ¢iktilar almaniz gerekir.

1.4.3 ’Subroutine’ Alt Programi

GIRIS2 programim gelistirmeye devam edebiliriz.  Programciligin 6nemli
basamaklarindan biri yapilacak bir igi parcalara bolerek her parca igin ’SUB-
ROUTINE’ veya 'FUNCTION’ denen alt programlar: yazmaktir. Bu programin
daha derli toplu olmasini, kolay takip edilmesini ve tekrar tekrar yapilan iglemler
varsa bunlarin daha etkin bicimde hesaplanmasini saglar. Bizim geligtirmeye
calistigimiz programda toplama iglemini bir alt program yazarak yapabiliriz.
Ayrica bazi degigkenler i¢in basglangic degerlerini 'DATA’ komutunu kullanarak
atayabiliriz. 'DATA’ komutu kullanilarak degeri atanan degiskenlerin degeri
gerektiginde program iginde daha sonra degistirilebilir. Anilan degisikliklerin
yapildigi program GIRIS3 adi ile agagida verilmistir.

PROGRAM GIRIS3
Cokokokskokkkokkokk
C Ekrandan N tane sayl okur ve bu sayllarIn toplamInI ekrana yazar
C Program yazarI: Metin Ozdemir

Son degistirme tarihi: 17 Ekim 2002
girdi(ler): A
A(NMAX) : NMAX boyutlu vektor degiskeni

CIktI: S : sayIlarIn toplaml

subroutine’ler: TOPLAM(M,X,S)
girdi:

M: toplanacak sayllarin sayIsl

X: (vektor) toplanacak sayIlarl tutar
output:

S: m sayInIn toplaml

oo
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Cokkokok Kok Kok ok ok
PARAMETER (NMAX=10)
DIMENSION A(NMAX)
REAL A,S
DATA A/NMAX*2.0/N/10/
WRITE(*,*)’> Kac sayIl toplanacak?’
READ (¢, %) N
1 IF(N.GT.NMAX) THEN
WRITE (x,%)
WRITE (%, %)
WRITE(*,*)’ Girdiginiz sayI’, NMAX,’ dan buyuk olamaz’
WRITE(*,*)’ Toplanacak sayl adedini yeniden giriniz’
READ (%,%) N
GOTO 1
ENDIF
WRITE(*,*)’ Toplanacak sayIllarIn degerini giriniz’
READ (,*) (A(I),I=1,N)
C toplamI bul
CALL TOPLAM(N,A,S)
WRITE(*,100) S
100 FORMAT (1X,’ TOPLAM DEGER=’,1PE12.5)
STOP
END
Cokskskok sk ok sk o sk ok ok ok ook sk ok ok ok ook ook ok skok ook o ok
SUBROUTINE TOPLAM(M,X,S)
DIMENSION X(M)
REAL X,S
5=0.0
DO 10 I=1,M
S= s + X(I)
10 CONTINUE
RETURN
END

Yukaridaki programda gegen TOPLAM adli 'SUBROUTINE’ (alt program)
M boyutlu X vektorii icinde saklanan M tane reel saymmin toplamini bulur.
Toplama igleminin sonucu S degigkeni ile ana programa geri dondiriiliir. M ve X
alt programin girdileri, S ise ¢iktisidir. Alt programda "END’ komutundan 6nce
bir RETURN komutu olduguna dikkat ediniz. Bu komut programin kontrolu-
nun ana programda TOPLAM alt programinin ¢agrildigi '"CALL TOPLAM’dan
hemen sonra gelen satira devredilecegini gosterir.

Programda 'PROGRAM GIRIS3’ ile baglayip 'END’ ile biten satirlar
arasinda kalan yapi ana program olarak bilinir. Ana programdan gesitli
igslemleri yapmak icin ¢agrilan biitiin diger programlar alt programlardir.

ALISTIRMA 1.5 Yukarida wverilen GIRISS programiny yazip derleyiniz ve
calistirinaz.
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1.4.4 ’Function’ Alt Programi

Bagka bir alt program cesidi ise 'FUNCTION’ alt programidir. Bir ’'SUBROU-
TINE’ alt programinda birden fazla girdi ve birden fazla ¢ikt1 olabilir. Bir
'FUNCTION’ alt programinda ise birden fazla girdi olabilmesine kargin, alt
programin kendi adi ile ayni olan sadece bir tek ¢iktisi olabilir. Bir 'SUBROU-
TINE’ alt programi ile bir 'FUNCTION’ alt programi arasindaki en énemli fark
budur.

a ve b sabit sayilar olmak iizere, F'(z) = ax?® — b fonksiyonu verilmis ol-
sun. Bu fonksiyonun belirli bir z,,;, degerinden baglayarak bir x,,,, degerine
kadar egit araliklarla alacag1 degerleri bulup tablo halinda yazmaya ¢aligtigimizi
varsayalim. Bu isi yapabilecek bir program agagida verilmistir.

PROGRAM GIRIS4
Cokarakokok ok okokok ok
x_min dan baslayarak x_max a kadar esit arallklI NMAX
noktada F(x)=a*x"2 fonksiyonunun degerini bulup ekrana
yazar

Son degistirme tarihi: 10 KasIm,2002

C

C

C

C

C Yazan: M. Ozdemir
C

C

C GIRDI: a,b (sabit)

C

C CIKTI: x_1, x_2 ... x_N noktalarIndaki F(x_i) degerleri
ok ko kK k

COMMON/PAR/A,B

DATA A,B,N/2.0,1.0,50/
DATA XMIN,XMAX/-2.0,2.0/
WRITE(*,*)’ A, B ve toplam nokta sayIsI N i giriniz:’
READ(*,*) A,B,N
WRITE(*,*)’ X_min ve X_max giriniz:’
READ (,*) XMIN,XMAX
C x icin esit arallk degerini bul
DX= (XMAX-XMIN)/FLOAT(N)
C F(x) fonksiyonun degerini bul
WRITE(*,100)
DO 10 I=1,N+1
X= XMIN + (I-1)=*DX
Y= F(X)
WRITE(*,200) X,Y
10 CONTINUE
100 FORMAT(3X,” X °,5X,” Y ?)
200 FORMAT (1X, 2(2X,1PE12.5))
STOP
END
Gk ok sk ok kK ok kKooK KoK KK KoK K KKK KKK KKK oK
FUNCTION F(X)
COMMON/PAR/A,B
F=AxX*X-B
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RETURN
END

GIRIS4 programinda bulunan = ve F'(x) degerleri iki kolon halinde ekrana
yazilir.

ALISTIRMA 1.6 Yukarida verilen GIRIS) programini yaziniz. Fortran derleyi-
cisi ile derleyip ¢alistirinez. Bu programdaki COMMON ve FLOAT komutlar
ne ise yarar? Arastiriniz.

1.4.5 Ciktilarin Bir Dosyaya Yazdirilmasi

Yukarida verilen biitiin programlarda programin c¢iktisi ekrana yazilmaktadir.
Eger program c¢iktisi ekrandan takip edilemeyecek kadar coksa veya sonuclar
ileride kullanilmak {izere kalici olarak saklanmak isteniyorsa bu durumda
sonuglarin bir dosyaya yazilmasi gerekir. Bunu yapmak igin programlar
igerisinde "OPEN’ komutunu kullanarak istedigimiz isimde bir dosyayi agip
sonuglarimizi bu dosyaya yazabiliriz. Agilan dosya ile igimiz bitince bu dosyay1
"CLOSE’ komutu ile kapatiyoruz. Asagida verilen GIRIS5 adli program bu
sOylenenleri yapmak tizere GIRIS4 adli programin yeniden diizenlenmis halidir.

PROGRAM GIRISS
Coksksksk sk sk ok ok ok ok ok

C x_min dan baslayarak x_max a kadar esit arallklI NMAX
C noktada F(x)=a*x"2-b ve G(x)= c*sin(2.*x)

C fonksiyonlarInIn degerini bulup kullanIcI tarafIndan
C ismi belirlenen bir dosyaya yazar

C

C Yazan: M. Ozdemir

C Son degistirme tarihi: 18 Ekim, 2002

C

C GIRDI: a,b (sabit)

C

C CIKTI: x_1, x_2 ... x_N noktalarIndaki F(x_i) ve G(x_i) degerleri
Cokskokokokokokokokokok

COMMON/PAR/A,B,C
CHARACTER*12 CIKTI

DATA A,B,C,N/2.0,1.0,3,50/
DATA XMIN,XMAX/-2.0,2.0/
DATA CIKTI/’0GIRIS5’/

WRITE(*,*)’ CIktInIn yazIlacagl dosya ismini giriniz:’
READ(*,’ (A)’) CIKTI
IF(CIKTI.EQ."/") CIKTI=’0GIRIS5’

C ’CIKTI’ adll dosyayl acallm
OPEN(12,FILE=CIKTI,STATUS=’"UNKNOWN’)

C
WRITE(*,*)’> A, B, C ve toplam nokta sayIsI N i giriniz:’
READ(*,*) A,B,C,N
WRITE(*,*)’> X_min ve X_max giriniz:’
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READ (*,*) XMIN,XMAX
C
C x icin esit arallk degerini bul
DX= (XMAX-XMIN)/FLOAT(N)
C F(x) ve G(x) fonksiyonlarinin her x noktasIndaki degerini bul
WRITE(*,100)
WRITE(12,100)
DO 10 I=1,N+1
X= XMIN + (I-1)*DX
Y= F(X)
Z= G(X)
WRITE(*,200) X,Y,Z
WRITE(12,200) X,Y,Z

10 CONTINUE

CLOSE(12)
100 FORMAT(7X,” X °,10X,’ F(X) ’,12X,’ G(X) )
200 FORMAT (1X, 3(2X,1PE12.5))

STOP

END

Cokkok ok ko sk ook ook ook ko ko skok ok ok ok ko ko ok o
FUNCTION F(X)
COMMON/PAR/A,B,C
F=AxX*xX-B
RETURN
END

Cokkok ok ko ok ook ok ok ko sk ok ook ook ok ko ok ok ok o
FUNCTION G(X)
COMMON/PAR/A,B,C
G= C*SIN(2.%*X)

RETURN
END

ALISTIRMA 1.7 GIRIS5 Programindaki 'OPEN’ ve "CLOSE’ komutlarinin ne
ise yaradigime arastiriniz. "OPEN’ komutunda kullandlan 12’ sayise birim nu-
marast olarak bilinir ve bu sayiman DO’ déngisi icerisindeki "WRITE’ komu-
tunun birinci argiimant olmasina dikkat ediniz. Bunun anlams veriler daha once
agilan ’12° birim numaraly dosyaya yazilacak demektir.

ALISTIRMA 1.8 Yukarida verilen GIRISS programana bir dosyaya yaziniz. For-
tran derleyicinizi kullanarak bu programa derleyiniz ve ¢alistiriniz.

1.4.6 Verilerin Dosyadan Okutulmasi

Bir programda kullanilacak veriler programda DATA komutu ile tanimlanabilir,
daha once gordiigimiiz gibi ekrandan veya birazdan gorecegimiz gibi bir
dosyadan da okutulabilir. Bu amag igin verilerin okunacagi dosyanin énceden
OPEN komutu ile agilmas: gerekir. Bu acilan dosyada program icin gereken
veriler bulunmalidir.  Verilerin eksiksiz ve dogru okunabilmesi igin, pro-
gramda dosyada bulunan verilerin dizilisine uygun okuma komutlar1 bulun-
malidir. Ornegin yukarida kullandigimiz GIRIS3 programinda ekrandan oku-
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nan toplanacak say1 sayisi ve bu sayilarin degeri bir dosyadan da okutula-
bilir. GIRIS3 programinin bu amaca uygun sekilde degistirilmig hali GIRIS6
ad1 altinda agagida verilmigtir. Buradaki en énemli farkhilik READ(**) komu-
tunun birinci argimaninin verilerin okunacagi dosyanin birim numrast ile ayni
olmasidir.

PROGRAM GIRIS6
Cokskokokokokokok ok ok okok
KullanIcI tarafIndan ismi verilen bir dosyadan
N tane sayl okur ve bu sayllarIn toplamInIl ismi
kullanIcI tarafIndan verilen bir dosyaya yazar.

Veri dosyasInIn birinci satIrI toplanacak saylya esit

bir tam sayldIr. Takip eden satlIrlarda toplanacak sayllarIn degeri
vardIr ve her satIrda sadece bir sayl vardir.

Ornegin 1.2 3.3 -4.5 6.0 gibi 4 tane sayl toplanacak ise

veri dosyasI asagldaki gibi olmalIdIr.

W

.2
.3
-4.5
6.0

Program yazarI: Metin Ozdemir

Son degistirme tarihi: 17 Ekim 2002
girdi(ler): A
A(NMAX) : NMAX boyutlu vektor degiskeni

CIktI: S : sayIlarIn toplamI

subroutine’ler: TOPLAM(M,X,S)
girdi:

M: toplanacak sayIlarin sayIsI

X: (vektor) toplanacak sayIlarI tutar
output:

S: m sayInIn toplamI

Cokskkokok ok ok sk ok ok ok

PARAMETER (NMAX=10)

DIMENSION A(NMAX)

REAL A,S

CHARACTER*12 VERI, CIKTI

eNoNoNoNo NN NoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNONONONONONP

WRITE(*,*)’ Veri dosyasInIn ismini giriniz:’

READ(*,’ (A)’) VERI

WRITE (*,*)

WRITE(*,*)’ CIktIlarIn yazIlacagl dosyasInIn ismini giriniz:’
READ(*,’ (A)’) CIKTI

C dosyalari ac
OPEN(10,FILE=VERI,STATUS=’UNKNOWN’)
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10

OPEN(12,FILE=CIKTI,STATUS=’UNKNOWN’)

READ(10,*) N

IF(N.GT.NMAX) THEN

WRITE Gk, *)

WRITE Gk, *)

WRITE(*,*)’ Girdiginiz sayI’, NMAX,’ dan buyuk oldugundan’
WRITE(*,*)’ SayIlarIn sadece, NMAX, tanesi toplanacaktIr.’
N=NMAX

ENDIF

DO 10 I=1,N
READ(10,%*) A(I)
CONTINUE

C toplamI bul

100
200
210

CALL TOPLAM(N,A,S)

WRITE(*,100) S

WRITE(12,200) °’TOPLANAN SAYI ADEDI’,N
WRITE(12,210) ’TOPLAM DEGER’,S

CLOSE(10)
CLOSE(12)

FORMAT(1X,’ TOPLAM DEGER=’,1H=,1PE12.5)
FORMAT(//,1X,A25,1H=,15)

FORMAT (1X,A25,1H=,1PE12.5)

STOP

END

Ok 3k >k 3k 5k 5k >k 3k 5k >k 5k 3k 5k >k 5k 3k >k >k 5k 5k >k >k 3k 5k >k >k %k >k >k %k k

10

SUBROUTINE TOPLAM(M,X,S)
DIMENSION X(M)

REAL X,S

SUM=0.0

DO 10 I=1,M

S= S + X(I)

CONTINUE

RETURN

END

ALISTIRMA 1.9 Yukarida wverilen GIRIS6 program: igin bir wveri dosyast
hazirlayiniz. Bu programa bir dosyaya yazarak derleyiniz ve hazirladiginiz veri
dosyasim kullanarak calistirinaz.

1.4.7 Grafik Cizimi

Bilimsel ¢aligmalarda elde edilen verilerin uygun ve 6z bir sekilde sunulmasi en
az yapilan aragtirma kadar 6nemlidir. Ornegin yukaridaki GIRIS5 programinin
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F(x), G(x)
N
/
\

Sekil 1.1: F(z) ve G(z) fonksiyonlarinin grafikleri.

caligtirilmasindan sonra elde edilen dosyada bir ¢ok rakamdan olugsan bir veri
yigin vardir. Buradaki bilgi igeriginin anlagilir bir sekilde dogrudan baskalarina
iletilmesinin kolay ve etkin yollarindan biri elde edilen veriyi grafik ile tem-
sil etmektir. GIRIS5 programimin {irettigi verinin grafigi, yani F(x) ve G(x)
fonksiyonlarinin grafigi Sekil 1.1’de gosterilmistir.

ALISTIRMA 1.10 Yukarida verilen GIRISS programina benzeyen ve diyelimki
adv GIRIS51 olan bir program yazmiz. Bu program f(z) = 2(x — 1)? ve onun
birinci ve ikinci turevlering [Tomin, Tmaz| araliginda esit aralikly N tane noktada
hesaplayip ade kullanice tarafindan belirlenen bir dosyaya yazmalidir. Ciktilarin
yazildige dosyada birinci kolona x degerleri yazilmalidir. Benzer sekilde 2., 3.
ve 4. kolonlara swrasv ile f(x), f(x) fonksiyonunun birinci ve ikinci tirevleri
yazilmalidur. Kullanicr en kiigik ve en biyik x degerlerini (Tpmin, Tmaz) ve bu
aralikta kag tane dejer basiacaginy (N) girebilmelidir. Olusturdugunuz bu ¢ikts
dosyasin kullanarak verilen fonksiyonun ve onun tiurevlerinin grafigini ¢iziniz.
Once her fonksiyonu tek tek cizerek goriniz. Daha sonra hepsini topluca ayn
grafik tzerinde gosteriniz.

1.5 Labaratuvar Saatleri

Her ana boliimiin sonunda bir 'Labaratuvar Saati’ kismi olacaktir. Bu kisim
o boliime ait bir bilgisayar labaratuvarinda veya kigisel caliganlar icin bir bil-
gisyar baginda yapilmasi gereken iglerin toplu halde verilmig hali olacaktir. Bu
boliimde daha 6nce Ornek veya Aligtirma olarak ¢oziilen veya ¢oziilmesi iste-
nen problemlerde tekrar ediliyor olabilir. Biitlinliigii bozmamak acisindan bu

1Grafigi GNUPLOT kullanarak gizebilirsiniz. Ucretsiz elde edilebilecek bu programla ilgili
daha fazla bilgi icin EK B’ye bakiniz
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gibi tekrarlarin yapilmasinda bir sakinca goriilmemistir. Labaratuvar saati so-
nunda oOgrencilerden bir rapor istenmesi sart olmamakla beraber bir raporun
verilecegi varsayimi ile raporun bigimi ve yazimu ile ilgili baz1 6neriler agagida
verilmigtir. Bu oneriler sadece bir fikir vermesi i¢in verilmistir, nelerin hangi
formatta isteneceginin her ortama gore yeniden ayarlanmasi gerekecektir.

1- Raporunuzu bir diskete kayith veya bir yazici giktisi olarak teslim edi-
niz. Her iki durumda da kendinizle ilgili bilgileri veriniz ve raporun hangi Lab.
Saatine ait oldugunu belirtiniz.

2- Raporlarin yazimi icin size en uygun olan bir kelime iglemci se¢iniz. Her
sorunun ¢oziimiini ayri bir dosyaya kaydetmektense her Lab Saati icin kul-
landiginiz yazilimin sadece bir ¢ikt1 dosyasini veriniz. Dosya isimlerini gecerli
Lab Saatine uygun seciniz. 6rnegin bu boliim i¢in ’LabSaati-1.xxx’ ismi uygun
olacaktir.

3- Grafik ¢izimleri varsa bunlar kullandiginiz yazihm ortamina aktariniz.

4- FORTRAN dilinde yazdigimz programlari (varsa) kullandigimiz kelime
islemci dosyasina aktarmadan ayr1 ASCII (text) dosyalar1 olarak teslim ediniz.
Degerlendirme de kolaylik olmasi agisindan program ve dosya adi olarak (varsa)
sizden istenen isimleri kullaniniz.

5- Cozumlerinizi Lab Saatindeki siralamay: takip ederek ve ayni bolim nu-
maralarim kullanarak veriniz.

1.6 Labaratuvar Saati-I

1.) Asagida verilen fonksiyonlarin grafiklerini [—0.5, 2] araliginda (a) ayr1 ayri ve
(b) hepsini beraber uygun bir grafik programi, érnegin GNUPLOT, kullanarak
¢iziniz.

f(x) = zsin(z), g(z) = 2e795% ve h(z) = 2% —

2.) Yukarida verilen fonksiyonlarin verilen araliktaki degerlerini bir dosyaya
yazacak olan LS1 isimli bir FORTRAN programi yaziniz ve LS1.FOR adi altinda
kaydediniz. Program asagidaki ozelliklere sahip olmalidir: Kullanici verileri
yazacagl dosyanin ismini, fonksiyon degerlerinin hesaplanacag: araligin en kiiciik
(Tmin) ve en biylk (Zpmq.) degerlerini ve bu araligin kag esit parcaya (N)
boltinecegini girebilmelidir. Dosyanin birinci kolonu z degerlerini, 2., 3. ve
4. kolonlar: sirasi ise f, g ve h fonksiyonlarinin her x’e karsi gelen degerlerini
icermelidir.

a) Yazdiginiz programi kullanarak i, = —1, Tmaz = 2, N = 10 igin f, ¢
ve h'in degerlerini veren bir ¢ikti dosyasi hazirlayiniz. Bu dosyay1 kullanarak
f’in grafigini ¢iziniz. Daha sonra veri dosyasini ve fonksiyonun kendisini be-
raber kullanarak grafik ¢iziniz ve ikisini kargilagtirimiz. Aymi iglemi g(x) ve h(x)
fonksiyonlar1 i¢in tekrar ediniz.

b) Yazdiginiz programi kullanarak i, = —1, Zimaz = 2, N = 500 igin z, f,
g ve h’in degerlerini veren bir gikt1 dosyas: hazirlayiniz. Bu dosyay1 kullanarak
f, g ve h’nin grafiklerini ¢iziniz.

1.7 ALISTIRMA SORULARI

1.) 21 sayisi ikili say1 sisteminde temsil ediniz.
2.) Ikili say1 sisteminde (1001) ile temsil edilen saymm onluk sistemdeki
degerini bulunuz.
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3.)






Bolum 2

LINEER OLMAYAN
DENKLEMLERIN
COZUMLERI (KOK BULMA)

Bu boliimde hemen hemen her bilim alaninda ¢ok sik ortaya c¢ikan f(x) = 0
seklinde yazilan bir denklemi saglayan degerlerin yani f(x) fonksiyonunun
koklerinin bulunma yontemlerinden bazilar1 goriilecektir. Ayrica her metoda
Ozgii ortaya cikabilecek sorunlar, hata analizi, yakinsama orami ve Newton-
Raphson metodunun lineer olmayan denklem sistemlerine genellegtirilmesi ince-
lenecektir.

2.1 Giris

Teorem 2.1 Sirekli fonksiyonlar i¢in ara-deger teoremi: f(x) fonksiyonu [a,b]
araliginda strekli bir fonksiyon olsun. Bu araliktaki bazi x1, o ve o degderleri
icin f(z1) < a < f(x2) saglanmyorsa, bu durumda bir xg € [a,b] icin a = f(xo)
olacaktur.

2.2 Grafik Yontemi

f(x) = 0 geklinde verilen ve bir degiskene baglh bir foksiyonun gergel kokleri
varsa, bunlar fonksiyonun x eksenini kestigi noktalar olacaktir. Bu nedenle eger
kokii aranan fonksiyonun grafigi cizilirse x eksenini kestigi noktalar yaklagik
olarak bulunabilir ve bu noktalar aranan kokler olacaktir. Bu yontem ¢ok has-
sas olmamakla beraber fonksiyonun grafiginin ¢izilebildigi durumlarda koklerin
yaklagik degerlerini bulmak veya koklerin hangi aralikta bulundugunu tespit et-
mek i¢in kullanilabilecek pratik bir yontemdir. Grafik ¢izerek kok bulmaya bir
ornek Sekil 2.1°de gosterilmistir.

Fonksiyon ¢izerek kok bulma bagka bir gekilde de yapilabilir. Eger verilen
fonksiyon fi(z) = fa(z) seklinde ikiye ayrilabiliyorsa, bu durumda fi(x) ve
fa(x) fonksiyonlarimin grafikleri aym dikey eksende z’e karsilik ¢izilir. Aranan
kokler, iki fonksiyonun kesim noktalari olacaktir. Ornegin x >0 igin f(z) =
sin(10z) — ¢ = 0 fonksiyonunun koklerini bulmaya calisahm. Bu fonksiyonu
sin(10x) = z seklinde yazabiliriz. Bu durumda fi(z) = sin(10x) ve fa(z) = x
olacaktir. Sekil 2.2’de gosterildigi gibi fi(x) ve fo(z) fonksiyonlarinin grafik-
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y=xsi'n(2x)

y=xsin(2x)
[\ o N
T~
//
T
| —

) Y

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 2.1: Bir fonksiyonun grafiginin ¢izilerek koklerinin bulunmasi. Grafigin z
eksenini kestigi noktalar fonksiyonun aranan kokleridir.

leri x’e gore ayni dikey eksene cizilirse, bu egrilerin kesim noktas1 aranan kok
degerleri olacaktir.

ALISTIRMA 2.1 f(z) = sin(z) — x = 0 fonksiyonunun kéklerini yukarida an-
latilan ki yontemle grafik cizerek yaklasik olarak bulunuz.

2.3 Yarilama Metodu

f(z) = 0 seklinde verilen bir fonksiyonun eger gercel (reel) kokleri varsa,
fonksiyonun kok civarinda isaret degistirmesi gerekir. Sekil 2.1’de her kok icin
agikga goriilen bu gergek yarilama metodunun temelini olugturur. Kokiin (a, b)
araliginda bulundugu biliniyor ve f(a)f(b) < 0 saglamiyorsa, yukarida verilen
ara deger teoremi geregi bu aralikta en az bir kok olmahdir. Eger birden daha
fazla kok varsa bunlarin sayis1 1, 3, 5 -+ - gibi tek olmalidir (neden?). Verilen
araligi daraltarak koke dogru yaklagmak icin yeni bir ¢ noktasi a ve b nokta-
larinin ortalamasi alinarak bulunur. Bu durumda ¢ = (a + b)/2 olacaktir. Bu
durum Sekil 2.3’te gosterilmigtir. f(b)f(c)’nin degerinin igaretine bakilarak bu
noktanin kokiin hangi tarafinda olduguna karar verilebilir. Eger isaret negatif
ise lst limit b degismeyecek fakat yeni alt limit a = ¢ olacaktir, tersi gegerli
ise alt limit a aymi kalirken yeni iist limit b = ¢ olacaktir. Verilen aralik bu
sekilde stirekli ikiye boliindiigiinden metodun ismi de buradan gelmektedir. Iki
araliktan kok ihtiva etmeyen kisim atilarak diger aralik tekrar ikiye boliinerek
bu igleme koke yeteri kadar yaklagilincaya kadar devam edilir. Bu yontemin
algoritmasi agagida verilmigtir.

Algoritma 2.1 Yarilama metodu:
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Sekil 2.2: sin(10z) — z = 0 fonksiyonunun koklerinin sin(10z) ve 2 fonksiyon-
larinin grafiginin ayni eksene gore ¢izilerek bu egrilerin kesigiminden bulunmasi.
Kesigim noktalar: fonksiyonun aranan kokleridir ve verilen 6rnek igin kok sayisi

4 tanedir.

f(a)f()<0

(o)

c=(a+b)/2

f(a)

Sekil 2.3: Bir fonksiyonun koklerinin yarilama yontemi ile bulunmasi. Her it-

erasyon sonucunda bagta segilen aralik yariya diigiiriiliir.
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1.c=(a+b)/2

2. |b—c| <TOL ise kok=c ve programdan ¢ikis
3. f(b)f(c) <0 isea=c, degilse b=c

4. (1) git

Yukarida verilen algoritmanin kullanilmasi ile bir kokiin bulundugu bili-
nen araligin uzunlugu her adimda 2 kat azaltihir. Bu ise #kili say1 sistem-
ine gore kokiin her iterasyon (dongii) sonunda bir hane daha hassas olmasi
anlamina gelir. Bu nedenle yeteri kadar iterasyon yapilmasi sonucunda bu
yontemle her zaman istenildigi kadar hassas bir kék bulunabilir. TOL, degeri
kullamc1 tarafindan belirlenen bir hata tolerans payidir. Istenildigi taktirde
bu pay makine hassasiyeti ¢ mertebesinde segilebilir. Bu yontemle ¢ok hassas
sonugclar elde edilebilir fakat daha sonra karsilagtirmali olarak goriilecegi tizere
bu yontemin koke yakinsamasi digerlerine gore genelde daha yavastir. Ayrica
yontemin kullanmilabilmesi i¢in kokiin bulundugu aralik kullanici tarafindan
saglanmalidir.

2.4 Kirigs Metodu

Bu metot yarilama metoduna ¢ok benzemekle beraber koke yaklagmak igin ver-
ilen araligin yarilanmasi yerine iki u¢ noktadan cizilen dogrunun x eksenini
kestigi nokta verilen aralig: ikiye bélmek igin kullanilir. Bu yontemde de kokiin
bulundugu araligin baglangig (a) ve bitig (b) noktalar1 bagtan bilinmelidir. Sekil
2.4’te goruldigi gibi (a, f(a)) noktasindan (b, f(b)) noktasina ¢izilen dogrunun
egimi s iki sekilde yazilabilir. Dogrunun x eksenini kesim noktasi ¢ olarak
alimirsa dogrunun egimi

(b—a) (b—c)

olacaktir. Bu denklem c i¢in ¢Oziiliirse

L JD)0-a)
c=b=5 )

(2.2)

elde edilir. f(x)’in ¢ noktasindaki igsaretine gore alt limit veya iist limit ¢ ile yer
degistirilir. Bu igleme aranan kok istenen hassasiyette bulunana kadar devam
edilir. Bu yontemin bir algoritmas1 agagida verilmistir.

Algoritma 2.2 Yanhs ¢izgi metodu:

1.co=b—a
_p_ f(O)(b=a)
S (OO
3. f(b)f(c) <0 isea=c, degilse b=c
4. |e = col <TOL ise kok=c ve programdan ¢k,
degilse ¢y = ¢ ve (2)’ye git

Yanlg ¢izgi metodunun koéke yakinsama orani bazi durumlarda c¢ok yavag
olabilir. Burada da TOL kullanici tarafindan saglanan bir hata tolerans payidir.
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(B.f(B)

(a.f(a))

Sekil 2.4: Bir fonksiyonun koklerinin yanlig ¢izgi yontemi ile bulunmasi. Verilen
araligin uclarini birlegtiren dogrunun = eksenini kesim noktasi aralig1 daraltarak
koke yaklagmak icin kullanilir.

2.5 Sekant Metodu

Sekant metodu yanlig ¢izgi metoduna ¢ok benzemekle beraber bu yontemde
kokiin bulundugu araligin bilinmesine gerek yoktur. Metodu baglatmak igin iki
tane baglangic noktasi gerekir. Bu iki noktaya karsilik gelen fonksiyon nok-
talarindan gecen dogrunun x-eksenini kesim noktasi bulunur. Fonksiyonun bu
noktaya kargilik gelen noktas: ve bir 6nceki fonksiyon noktalarindan sonuncusu
kullanilarak yeni bir dogru ¢izilir ve onun z-eksenini kesim noktasi bulunur.
Bu sekilde isleme istenilen hassasiyette bir kok bulunana kadar devam edilir.
Metodu grafiksel olarak anlamak icin sekil 2.5’e bakimz. zy ve 21 noktalarina
karsilik gelen fonksiyon degerlerinden gecen dogrunun x eksenini kestigi nokta
x2 olsun. Kirig metodunda oldugu gibi bu dogrunun egimi yazilip zs icin ¢oztim
yapilirsa

f(@1)(z1 — 20)
f(@1) = f(=o)

elde edilir. Bu igleme devam etmek icin z-ekseninin kesim noktas: olan pes pese
gelen iki degere z,, ve x,11 dersek metodu n > 1 olmak {izere

To =X — (2.3)

f(‘rn)(wn - l'nfl)
flan) = flan-1)’

Tpal = Tp — n>1 (2.4)

seklinde yazabiliriz.
Sekant metodunun algoritmasi ile kirig metodunun algoritmasi ¢cok benzerdir.
Asagiya bu metot icin bir algoritma verilmigtir.

Algoritma 2.3 Sekant metodu:

o fen(m)
122 =21 = 555" F o)

2. |xe — 21| < TOL ise kok=xs ve programdan ¢k,
degilse xg = x1, x1 = x9 ve (1)%e git
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Sekil 2.5: Bir fonksiyonun koklerinin sekant yontemi ile bulunmasi. Baglangigta
verilen xy ve x; noktalarima karsihik gelen fonksiyon degerlerinden gegen
dogrunun z eksenini kestigi nokta xs olarak segilir. Daha sonra x; ve xo nokta-
lar1 kullanilarak yeni bir x5 noktas: bulunur. Bu iglem koke belirlenen bir hata
toleransi kadar yaklagilincaya kadar devam edilir.

2.6 Newton-Raphson Metodu

Newton-Raphson metodu simdiye kadar gordiigiimiiz yontemler icerisinde en
hizh yakinsyamidir. Fakat burada hem kékii bulunacak fonksiyonun hemde onun
tiirevininin bilinmesi gerekir. Kokii aranan fonksiyonun tiirevi bilinmiyor veya
alinamiyorsa, tirev gerektirmeyen daha onceki metotlardan biri kullanilabilir.
N-R metodu dogrudan sekant metodundan ¢ikartilabilecegi gibi Taylor serisin-
den faydalanarak da elde edilebilir. Taylor agilimimi kullanarak elde etmek icin
kokii aranan fonksiyonu kok civarinda Taylor serisine agalim.

f(zo + Ax) = f(xo) + Axf'(20) + ... (2.5)
Eger g + Ax aranan koke yeterince yakin ise
flxo +Az) ~ 0=~ f(xo) + Axf'(z0) =0 (2.6)
olacaktir. Buradan Az = z — g gekilirse

f(zo)
f'(wo)

elde edilir. Yukaridaki denklemde xy kok i¢in alinan tahmini bir deger x ise
bu degerin biraz daha iyilegtirilmig halidir. Her adimda kdke biraz daha yakin
bir deger bulmak i¢in bu denklem iterasyona uygun bir bicimde yazilabilir. Bu
amacla * = x,1 ve g = x,, yazilirsa denklemin son hali

— f(xn)
Tn4+1 = Tp F(n) (2.8)

T =Ty— (27)

olur. Bu y6ntemin geometrik bir gosterimi Sekil 2.6’da verilmigtir. Her adimda
fonksiyonun verilen noktadaki egiminin x eksenini kesim noktas1 bulunarak koke
yaklagmaya caligilir. Burada da goriildiigi gibi N-R metodunu baglatmak igin
sadece bir baglangic noktasina ihtiya¢ vardir. N-R metodunun bir algoritmasi
asagida verilmigtir.

Algoritma 2.4 Newton-Raphson metodu:
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Sekil 2.6: Bir fonksiyonun koklerinin Newton-Raphson yontemi ile bulunmasi.
Basglangicta verilen xy noktasindan gegen teget dogrunun z eksenini kesim nok-
tast yeni nokta olarak secilir. Bu iglem koke belirli bir hata pay1 icerisinde
yaklagilincaya kadar devam edilir.

A

Sekil 2.7: N-R metodu baz1 ézel durumlarda iraksayabilir veya calismayabilir.
Ornegin kokiin bulundugu noktada fonksiyon minimum oluyorsa bu noktadaki
tiirev sifir olur bu durum sorun yaratabilir.

1w =0~ Fie2)

2. |x —zo| < TOL ise kok=x ve programdan ¢ik,
degilse xg = x, ve (1)’e git

N-R metodu baz1 6zel durumlarda iraksayabilir veya koke yakinsamasi
miimkiin olmayabilir. Kokiin bulundugu noktada fonksiyon minimum veya mak-
simum oluyorsa bu durumda tiirev sifira gidecek ve ¢6ziim raksayacaktir. Bu
durum Sekil 2.7°de gosterilmigtir.

ALISTIRMA 2.2 a) Yariama, kiris, sekant ve N-R metotlarine kullanarak kok
bulmak i¢in birer alt program yaziniz.

b) Bu yontemleri kullanarak f(z) = x®—1 = 0 denkleminin kokinii/ koklerini
bulan KOK1, KOK2, KOK3 ve KOK4.FOR programlar Ek C’de verilmistir. Bu
programlary derleyip calistiriniz. Hangi metodun kag iterasyonda istenilen koke
yakinsadiging bulunuz.

ORNEK 2.1 f(x) = 2% — 4 fonksiyonunun kéklerini Newton-Raphson metodu
ile ¢ozmek tizere xo = 1 ile baslayarak x1 ve x2’yi bulunuz. xo aranan koklerden
birine ne kadar yakindir?
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Coziim: f'(x) = 2x oldugundan denklem (2.8)’den faydalanarak

f(zo) f) -3 3 5
10T () () 2~ T3
olarak bulunur. Benzer sekilde
5 5 5 B4 5 9
.'I;2 = a’jl — f/(xl) = - — f/(25) = - — 4 3 = - — i = 205
frl@) 2 f1(3) 2 23 2 5

olur. Aranan kékler £2 oldugundan bulunan kékin aranan kéke yakinhgr dx =
|2 —2.05| = 0.05 olacaktur.

2.7 Newton-Raphson Metodu ile Iki Denklemin
Coziilmesi

Simdi N-R metodunu iki tane lineer olmayan denklemin ayni anda ¢éziimiini
bulmak iginde kullanila/bilir. Kokii aranan fonksiyonlar sistemi

F(z,y) =0,G(z,y) =0 (2.9)

olsun. Bu sistemin kokii olarak aranan ornegin (xo,yo) say1 ¢ifti yukaridaki
denklemlerin her ikisinide aym anda saglamaldir, yani F(xg,y0) = 0 ve
G(x0,y0) = 0 olmalidir. Bir degiskenli bir fonksiyonun koklerini N-R metodu
ile bulmak i¢in yapilan iglemlere benzer gekilde F'(z,y) ve G(x,y) fonksiyonlar
bir (zo,yo) noktas: civarinda Taylor serisine acilirsa

F(z,y) = F(zo0,y0) + AzFy(20,y0) + AyFy(zo,90) + - ..
G(z,y G(zo,Y0) + AzGy(z0,y0) + AyGy(zo,y0) + ... (2.10)

elde edilir. Burada Az = x — xg ve Ay = y — yo olup, fonksiyonlarin alt indis-
leri ise o degiskene gore kismi tiirevleri gostermektedir. Ornegin F, (z0,y0) bu
fonksiyonun x’e gore (xq,yo) noktasimdaki kismi tiirevidir. Yukaridaki serilerin
sonsuz tane terimi vardir ve bu haliyle agihm kesindir. Fakat (zo,yo) ¢iftinin
aranan koke yeterince yakin oldugu varsayilip bu denklemlerdeki lineer olmayan
terimler ihmal edilebilir. Boylece yaklagik olarak

F(z,y) = F(xo,y0) + AxFy(x0,y0) + AyFy(xo,y0) = 0
G(20,90) + AxGo(z0,90) + AyGy(To,30) =0 (2.11)

Q
—
&
<

Il

elde edilir. Bu denklem yeniden diizenlenirse

Az Fy(w0,y0) + AyF,(zo,y0) = —F (0, o)
AzGy(x0,y0) + AyGy(z0,Y0) = —G(z0, o) (2.12)

olur. Yukaridaki denklem seti (Ax, Ay) ikilisinin bilinmedigi lineer bir denklem
setidir. Bilinen yontemlerle bunlar igin ¢6ziim yapilabilir. Fakat iterasyon ya-
parak aranan koke yaklagilacag: i¢in (zo, , Yo, y) degiskenlerini bu amaca uygun
olarak =, = xg, Tn+1 =  Yn = Yo Ve Yn+1 = Y seklinde yeniden tanimlamak
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daha dogrudur. Bu yeni tanimlar yerine yazilir ve (Z41,Yn+1) igin ¢dziim
yapilirsa

oy A
TIn+l1 = In Bn
Cn
Yn+1 = Yn — Fn (213)
elde edilir. Burada A,,, B,, ve C,, agagidaki sekilde tanimlanmigtar.
A, = F(*rnv yn)Gy(mna yn) - G(xnv yn)Fy(%, yn)
B, = Fx(xnv yn)Gy(xna yn) - Gx(xnv yn)Fy(xnv yn) (214)

ALISTIRMA 2.3 a) Newton-Raphson metodunu kullanarak
f(xvy) = COS(.’E) - Y, g(xvy) =T - Sln(y)

denklemlerinin koklerini bulan bir program KOK5.FOR adu altinda Ek-C’de ver-
ilmistir. Bu programa derleyip calistiriniz. x ve y i¢in buldugunuz kékleri kayde-
diniz.

b) Ayni programda

flzyy) =3zy + 22 +2,  g(z,y) =2y +y—2

denklemlerinin koklerini bulmak igin gerekli degisiklikleri yapiniz ve bu pro-
grami KOK51.FOR adv altinda kaydediniz. KOK51% derleyip ¢alistiriniz ve
buldugunuz kokleri kaydediniz.

2.8 Miiller Metodu: Sanal Kokler
2.9 Sabit Nokta Iterasyonlar:

2.10 Newton-Raphson Metodunun
Genellestirilmesi

2.11 Labaratuar Saati-I1

Asagida, gormiis oldugumuz kok bulma yontemlerini kullanarak verilen bir
fonksiyonun kokiinii (koklerini) bulan dort program ve bunlara ek olarak iki
fonksiyonun ortak koklerini bulan bir program verilmigtir. Bu programlarin
birer kopyasini Ek-C’de bulabilirsiniz.

1) Basit olmasi agisindan kokii bulunacak fonksiyon olarak ilk dort pro-
gramda f(z) = 22 — 1 = 0 olarak secilmistir. f(x) fonksiyonunun grafigini
gizdirerek koklerin nerede oldugunu goriiniiz. Grafikten kokleri ne kadar hassas
okuyabiliyorsunuz?

2) KOK1.FOR programi yarilama metodunu kullanarak kok bulmak tizere
yazilmisgtir. Once bu programdaki 'yarilama’ alt programini inceleyiniz. Pro-
gramin girdilerini, ne anlama geldiklerini ve programin ¢iktilarini iyice anlamaya
caliginiz.
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a) Bu programi, programda verilen (a,b) araligimi kullanarak galigtirimiz.
Kag iterasyondan sonra istenilen hassasiyet saglandi? iterasyon sayisini diger
yontemlerle kargilagtirmak icin bir yere not ediniz.

b) (a,b) araligy igin siras1 ile (0.5,1.5), (0.8,1.2) ve (0.95,1.05) degerlerini
girerek iterasyon sayisinda 6nemli bir degigiklik olup olmadigina bakiniz.

3) (2)’yi kirig yontemini kullanan KOK2.FOR programini kullanarak tekrar-
laymiz. Burada secilen araligin aranan koke yakin olmasi, iterasyon sayisimi
(2)’deki yonteme gore nasil etkiliyor?

4) KOK3.FOR programi sekant metodunu kullanarak kok bulmak iizere
yvazilmigtir. Bu yontemde iki baglangi¢ noktasinin verilmesi gerekir fakat aranan
kokiin bu noktalar arasinda olmasi zorunlulugu yoktur. Bu programi degisik
baglangic noktalar1 kullanarak caligtiriniz. Kokii bulmak icin gereken iterasyon
sayisini diger iki yontem ile kargilagtiriniz. iterasyon sayisi secilen baglangig
noktalarina ¢ok bagl midir?

Ayrica bu yontemde varolan iki kokiinde baglangic noktalarinin
degistirilmesi ile bulunabilecegine dikkat ediniz.

5) KOK4.FOR programi Newton-Raphson metodunu kullanarak kok bul-
mak tizere yazilmigtir. Verilen programda fonksiyon ve onun tiirevinin degerinin
nerede hesaplandigina dikkat ediniz. Bu yontemde sadece bir baglangi¢ nok-
tasinin verilmesi yeterlidir. Bu programi degisik baglangic noktalar: kullanarak
caligtirmiz. Kokl bulmak icin gereken iterasyon sayisimi diger ii¢ yontem ile
kargilagtiriniz. iterasyon say1s1 secilen baglangig noktalarina gok bagh mi?

Newton-Raphson metodunda da biitiin reel koklerin sadece baglangic nok-
talarimin degistirilmesi ile bulunabilecegine dikkat ediniz.

6) Yukarida verilen yontemlerin iyi ve kotii taraflarimi belirterek bir
kargilagtirmasini yapiniz.

7) Yukarida verilen programlarda gerekli degisgiklikleri yaparak f(z) =
22 + 2z — 2 fonksiyonunun koklerini bulunuz. Her bir yéntemde yakinsama
i¢in gereken iterasyon sayisim belirtiniz. (Caligan bir programi hig bir zaman
degistirerek bozmayiniz. Yeni programlara 6érnegin KOK11.FOR, KOK21.FOR
vb. isimleri verebilirsiniz).

8) f(x) = x® — 52% — 3 fonksiyonunun kag tane reel kokii oldugunu grafik
¢izerek bulunuz. Bu koklerden bir tanesini yukarida verilen programlar: uygun
sekilde degistirerek bulunuz.

9) Newton-Raphson yontemini kullanarak lineer olmayan iki denklemin
koklerinin bulunmasi i¢in yazilmis KOK5.FOR programini inceleyiniz. Kok
aranan f(z,y) ve g(z, y) fonksiyonlar: ile onlarin z ve y’ye gore kismi tiirevlerinin
NEWTONR2 alt programi i¢inde bulunmasina dikkat ediniz. Bu aslinda iyi bir
yontem degildir fakat sadece iki tane denklem c¢oziilecekse yeterlidir.

Bu programda f(x,y) = cos(xz) — y ve g(x,y) = x — sin(y) fonksiyon-
larmin kokleri bulunmaktadir. Bir degigkenli fonksiyonlar zy diizleminde bir
egri olugtururlar. Fakat burada f ve g fonksiyonlar1 birer yiizey tanimlarlar.
Bu nedenle aranan kokler bu ytizeylerin kesistigi noktalarin kiimesidir.

Grafik programiniz ii¢ boyutlu grafik ¢izme kapasitesine sahipse f ve g
fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz. Daha sonra KOK5.FOR programinmi kul-
lanarak f ve g fonksiyonlarinin kéklerini bulunuz. Baglangig degerleri x0 ve y01
degistirerek degisik kok ciftleri olup olmadigina bakiniz.

10) KOK5.FOR programimi 6rnegin KOK51.FOR adi altinda bagka bir
dosyaya kopyalayarak bu programi asagidaki fonksiyonlarin koklerini bulacak
sekilde degistiriniz. Buldugunuz koklerin bir listesini yapiniz.

f(x,y) = 3zy + 2% + 2,
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g(z,y) =2%y* +y —2

2.12 ALISTIRMA SORULARI






Bolum 3

ADI DIIFERANSIYEL
DENKLEMLERININ SAYISAL
cOzUMU

Temel bilimlerde, mithendislik veya iktisatta bazi problemlerin ¢éztimiinde sik
sik bir diferansiyel denkleminin ¢oziilmesi gerekmektedir. Eger diferansiyel den-
kleminin analitik bir ¢dziimii bulunamiyorsa bu durumda sayisal yontemlerin
kullanilmas1 kaginilmaz olacaktir. Bu boliimde baglangic sarthi adi diferan-
siyel denklemlerinin sayisal olarak nasil ¢oziilecegini, kullanilan bir yontemi
geligtirerek hatalar: azaltmak icin neler yapilabilecegini, programlamada dikkat
edilmesi gereken noktalari adim adim gorecegiz. Konularin anlatimi ve pro-
gramlama basitten karmasgiga dogru beraber yiiriitiilecektir.

3.1 Girig

Bir diferansiyel denkleminde bir veya birden fazla bagimlh degiskenin sadece bir
bagimsiz degigkene gore tiirevleri varsa bu denkleme adi (bayagi) diferansiyel
denklem diyoruz. Ornegin basit harmonik bir salimecmin uydugu diferansiyel
denklem, ¢ zamani ve x salinicinin merkeze gore yer degistirmesini temsil etmek
iizere,

d*x

ile verilir. Burada ¢ bagimsiz degisken, x ise bagimh degiskendir. Bir diferan-
siyel denkleminin mertebesi denklemde goriilen en yiiksek dereceli tiireve egittir.
Bu nedenle yukaridaki denklem ikinci mertebe bir diferansiyel denklemdir. Adi
diferansiyel denklemler sagladiklar: sartlara gore baglangic veya siir gsarth ola-
bilir. Baglangi¢ sarth diferansiyel denklemlerinde denklemin saglamasi gereken
sartlar sadece bir noktada tamimhdir. Siir sarth diferansiyel denklemlerinde
ise denklemin saglamasi gereken sgartlar birden fazla noktada tanmimlanmigtir.
Ornegin
d*x 9 dz /

ﬁ +wr = Oa (E(t(]) = Zo, E " =Ty (32)
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diferansiyel denklemi baglangic sarthdir, ¢iinkii denklemin saglamasi gereken
sartlar sadece t = ty noktasinda tanimhdir.

&2 d
— T+ w?r =0, v / (3.3)

-/_/'
denklemi ise denklemin saglamasi gereken sartlar x; ve xo gibi iki farkl: noktada
tanimlandigindan sinir sarthidir. Bu boliimde sadece baglangig sarth diferansiyel
denklemleri gozoniine alinacaktir.

Birden yiiksel mertebeli herhangi bir diferansiyel denklem, mertebe sayis
kadar birinci mertebe diferansiyel denkleme doniigtiiriilebilir. Bu yontemle n.
mertebe herhangi bir diferansiyel denklem, n tane birinci mertebe diferansiyel
denklemi geklinde yazlabilir.

ORNEK 3.1 Denklem (8.1)’de wverilen diferansiyel denklemini iki tane birinci
mertebe diferansiyel denklem seklinde yaziniz.

F Coziim: Bunu yapmak icin
z1(t) = at) —>

AK L
— | Y=\t W, X,=O iz
clk, Ax n) = 5 (3.4)
N .
>< tanwmlarinae yapalim. Bunlar asil denklemde yerine koyarsak
ES dx
d—; +w?z; =0 (3.5)
elde edilir. \Yukarida tanimladigimaz ikinci denklem ise
d{El
t) = — 3.6
o2(t) = — (3.6)

olur ve aradugumiz diger denklemin kendisidir. — Denklem (3.5) wve (3.6)
birlestirilirse Jaranan denklem sistemi

doy - _

a7

dx

d—; = —wln (3.7)

elde edilmis olur. Bu son iki denklem birinci mertebe ve kuplajhdur.

ORNEK 3.2 Ugdncii mertebe, lineer olmayan ve baslangi¢ sartlar belli

——> L Wriy - g
y(zo) =yo, y'(xo)=wo, vy'(x0) = wp, (3.8)

diferansiyel denklemini ¢ tane birinci mertebe diferansiyel denklemler halinde
yazimz. Ayrica yeni denklemlerin sagladige baslangic kosullariny da belirtiniz.
Cozim: Bunu yapmak i¢in daha once yaptigimiz gibi

vi(z) = y(=)
Ya(z) = % (3.9)
ys(z) = d2y

dz?
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tanwmlarina yapip asil diferansiyel denkleminde yerine yazalim. Dikkat edilirse
yukaridaki denklemlerden son ikisi aradigimiz denklemlerden ikisini zaten
tamamlamas olur. Uciinciistide verilen denklemden bulunacaktar. (3.8) deki difer-
ansiyel denklemini y1, yo ve y3 cinsinden yazarsak

dys
m5544€+yf=9@) (3.10)

elde ederiz. Yeniden diizenleme yapilirsa aradigimaz denklem sistemi elde edilir.

o Y2, yi(zo) =y

d.T 2 1\+40 0,

dy2

P Yy2(0) = o, (3.11)
dy

CT; = —y3/y1 — 1+ 9(x)/y1, ys3(zo) = Yo

Daha karmagik bir 6rnek ise ters kare kuralina uyan merkezi bir kuvvet
(6rnegin kiitle ¢ekim) altinda (x, y) diizleminde iki boyutta bir yoriingede dénen
bir parcacigin hareketini temsil eden diferansiyel denklem olabilir. G problemin
sabitlerini temsil etmek ve r = zi + yj olmak iizere, Newton’un ikinci yasasina
gore hareket denklemi ,

d°r Gt Gr
I e R (3.12)
seklinde yazlabilir. Bu denklem goriildiigii gibi ikinci mertebe bir diferansiyel
denklem olup iki boyutta yazilmigtir. Bu diferansiyel denklem her boyut igin
ayr1 ayr1 yazilabilir. Boylece

2 m =% (4N ),

2 ( d?y Gy > \ MVWM\’

dae? 73

elde edilir. Bunlar kuplajh ikinci mertebe diferansiyel denklemlerdir.

ORNEK 3.3 (3.13)’de verilen denklemleri birer mertebe daha indirgenerek bir-
inci mertebe dort denklem elde ediniz.
Coztim: Bunu yapmak icin hizin x ve y yonlerindeki bilesenlerini sirasy ile

V, = Cfi—f ve V, = % olarak yazabiliriz. Bu tanimlar: kullanarak

T e
a ° >
(@ _ "_yL \/1

dt ) =
E{%f_-éﬁh~’ (%% = —ij) 5(3M)

Ay,
= 3
Dz

de 3 @™ _ G AN BT

dt r3

. y~-:\/9r4\ﬁi
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S\,
v _ ) —
a N e vl

dyf’) Gyl / o 2
( E = —TT7 r = yl + y2 (315)

4Ya _Gy
dt rd

%

seklinde yazilabilir.

Yiiksek mertebeli herhangi bir diferansiyel denklem yukarida ornekleriyle
gordigiimiiz gibi birinci mertebe diferansiyel denklemler dizisi halinde
vazilabildiginden, baglangi¢ sarthh adi diferansiyel denklemlerini sayisal
olarak ¢ozme yontemleri sadece birinci mertebe diferansiyel denklemler igin
geligtirilmigtir. Bu nedenle birinci mertebe bir diferansiyel denklem ele alalim.
En genel haliyle boyle bir denklem, baglangi¢ sart1 ile beraber,

(2=t sl =m D (3.16)

seklinde yazilabilir. Burada x bagimsiz, y ise bagimli degiskendir. f(x,y)
aslinda y’nin egimini biitiin (z,y) diizlemi iizerinde = ve y’nin bir fonksiyonu
olarak tamimlar. Fakat bu bir ¢oziim degil, bir ¢oziimler kiimesi olugturur.
Bu ¢6ztimlerden bir tanesini segmek icin (z,y) diizlemi iizerinde bir noktanin,
ornegin (zo,yo) noktasinin verilmesi gerekir. Bu durumda aranan ¢oziim bu
noktadan gegen ¢oziimiin kendisi olur ve tektir. Bu noktanin secilmesi aslinda
gozoniine alinan diferansiyel denklemine bir baglangic sart1 verilmesi anlamina
gelir. Diferansiyel denklemlerini sayisal olarak cozecegimizden, bir diferan-
siyel denkleminde gecen tiirevleri sayisal olarak temsil edebilecegimiz yontemler
geligtirmeliyiz. Bu bir sonraki béliimiin konusudur.

3.2 Sayisal Tiirev Alma

Denklem (3.16) veya benzeri denklemleri ¢zerken tiirev alinmasi gerekecektir.
Bu nedenle sayisal olarak tiirev almak icin bir yontem bulmamiz gerekir. Once
tiirevin tammindan baglayalim. Belirli bir aralikta stirekli olan bir f(z) fonksiy-
onunun herhangi bir x noktasindaki tiirevi hatirlanacag: gibi

dy _ lim y(zo + Az) — y(z0)
dr  Az—0 Az

(3.17)

olarak tanimlanir. Bu tanmimi kullanarak bilgisayarla bir foknsiyonun sayisal
olarak tiirevini nasil almamiz gerekir? Ax kullandigimiz makinenin hassasiyet
limitine gore sonlu olmak {izere istedigimiz kadar kiigiik olabilir fakat limiti hig
bir zaman sifira gotiiremeyiz. Bu nedenle birinci ve gerektiginde daha yiiksek
dereceli tiirevleri sayisal olarak alabilmek icin uygun bir yontem geligtirmemiz
gerekir.

Boyle bir yontemi fonksiyonlarin Taylor serisi agilimlarimi kullanarak elde
etmek miimkiindir. f(z) fonksiyonunun x + Az noktasindaki Taylor acilimi,
h = Az olmak {izere,

fa+h) = @) +hf @)+ L@+ @ e )
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seklindedir. Burada f'(z), f”(z), - -- f(z) fonksiyonunun « noktasindaki birinci,

ikinci, - - - tiirevleridir. Benzer gekilde f(z)’in  — h noktasindaki Taylor agilimi
h? h3
fx—=h) = f@) = hf'(@) + 5 f"(@) = [ (@) + - (3.19)
olur. Denklem (3.18)4 'in tiirevi yaklagik olarak [/]k +\

(3.20)

yazilabilir. Burada h’nin iki ve daha biiyiikk kuvvetlerinin bulundugu terim
ihmal edilmistir. Yani tiirev almada yaptigimiz hata h? ile orantilidir. Herhangi
yaklasik bir yontemde ihmal edilen terimler A¥*1 ile orantil ise, bu yéntemin k.
mertebeden hassas oldugu sdylenir. Bu tanima gore denklem (3.20)’de verilen
birinci tiirevin yaklagik degeri birinci mertebeden hassastir. Birinci tiirev igin
elde ettigimiz bu yaklagik deger ileriye dogru sonlu fark yaklagimi olarak bilini
Bengzer gekilde den : tlirev geriye dogru sonlu
olarak

k-

seklinde yazilabilir. yaklagik degerde eden hassastir. Bunlarin
diginda denklem (3.19)’u denklem (3.18)’den taraf tarafa ¢ikartirsak tiirev icin
merkezi sonlu far \’;L 41

322) L =2

denklemini elde ederiz. Bu yontemde dikkat edilirse hesaplanan tiirev degeri
ikinci mertebeden hassastir. Bu nedenle merkezi sonlu fark yontemi ileri ve geri
sonlu fark yontemlerinden bir mertebe daha hassastir. Yukarida gosterildigi
gibi bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevini, fonksiyonun o noktaya komsu nokta-
larindaki degerleri cinsinden yazma yontemine genel olarak sonlu farklar yaklasik
metodu denir.

ALISTIRMA 3.1 Denklem (3.18) ve (3.19)un toplamindan ikinci tirev igin GX\S
yaklagik 2 -

degerinin elde edilebilecegini gosteriniz.

3.3 Euler Metodu ——> — >

(3.16)’daki diferansiyel denklemini sayisal olarak ¢ézmek igin kullanilabil
en basit yontem Euler metodudur. Bu yontemde ¢oziimiin egiminin ¢ok y, £ \/ 9

degistigi kabul edili. Bu nedenle sonlu fakat kiiciik bir bagimsiz degisken j Ay )™= 2o
aralign Az i¢in y’'nin ¢ok yavag degistigi veya sabit oldugu kabul edilebilir.
Siirekli herhangi bir fonksiyonun bir x noktasimndaki tiirevinin (3.17) ile ‘wer—
ildigini gormiigtiik. Fakat bu denklemin sayisal hesaplamalarda pratik olarak
pek ise yaramadigini ve daha farkli yontemlerin geligtirilmesi gerektigini bir
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/ onceki boliimde belirtmistik. Bu nedenle (3.16)’daki diferansiyel denklemi, den-

‘ﬂ\ klem (3.20)’de verilen birinci derece tiirevin ileriye dogru sonlu fark tanimindan

faydalanarak
v _

= f(z,y) (3.24)
A~ %> —

veya
Yo~ p % y(z + Azr) = y(z) + Acf(z,y) (3.25)

olarak yazilabilir.

Yukaridaki denklem, bir ¢ noktasindaki ¢y degerinin bilinmesi durumunda,
daha sonraki bir 7 = z¢ + Az noktasindaki y; = y(xzo + Az) ¢ézlimiinin
bulunabilecegini gosterir. x; noktasindaki ¢éziim yaklagik olarak

N
—> _y\1:;7)l_0_+ A_;Ef(ﬂﬂo’yo) % (3.26)

~———
ile verilecektir. Boylece (z1,y1) noktasi elde edilmig olur. Bu nokta yeni bir
baglangic sart1 olarak kullanilirsa bir sonraki o = xg+2Axz noktasindaki ¢éztim
yaklagik olarak bulunabilir. zo noktasindaki y%@k ¢Ozim

v
—y o = y(zo + 2A82) = y(o1 + Az) = y1 + Az f(z1,91) (3.27)
M \/—
olacaktir. Bu gekilde adim adim devam ederek tiirevi f(z,y) olan asil y(x)
fonksiyonunu bulmus oluyoruz. Yani integral alarak tiirevi alinmig ilkel fonksiy-
onu bulmaya galigiyoruz. Az sayisal ¢éziimde kullamlan adim uzunlugu olarak
bilinir.

%\_’/)(\9'* h —> 5 = Ax _\Oé\v\/\ \)\%\)\\\\A%\A
— 2, = x¢+nAr=2x9+nh —

%,LF—— Xeo +1h Y(@n) = Yo —> v (3.28)

y($n+1) = Ynt1 —
K= X, 1h

tammlarini kullanarak ve denklem (3.25)’den hareketle Euler metodu

X 97 0snsN (329
-\_‘_\/_/\ . . o
X olarak yazilabilir. Bu bir tekrarlama bagmtisidir.  Baglangicta (xo,yo)
0 \j, degerlerinin bilinmesi durumunda diger biitiin degerler bir 6nceki degerlerden
<. v faydalanarak adim adim bulunabilir.
| ! Dikkat edilirse bu yontemde aranan ¢oziimiin egimi f(z,y) her adimin
| ' ba§la"ng1c1nda hesapl'a.n.lp byadyn i¢ip kullamlmaktadr. Ba@langlgtan. ijci})aren
| : bu siire¢ devam ettirilirse (xg,v0), (z1,y1), (X2,92), -+, (xn,yn) dizisi elde
. edilir. Bu dizinin (z,y) diizleminde olugturdugu noktalar kiimesinin yaklagik
< N 6“ olarak aranan gercek ¢oztimi takip etmesi beklenir. zy’dan baslayarak xs’de

son bulan belirli bir aralik i¢in ¢6ziim araniyorsa, bu aralik K tane egit araliga
boliinebilir. Az’in kiigiik olmasimi garantilemek i¢in K'nin yeterince biiyik ol-
mas1 gerekir. Aralik uzunlugu

( /—_ TAz:(xsfxo)® | . \‘I(}j’)O)' L
Lo N S IR
ile verilir. *o X<
ynu =D, g: “"ﬂ“\ K’éxmﬂf\\ ~ %o
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Tablo 3.1: Euler metodu ile 4% = 5, y(0) = 0.25 diferansiyel denkleminin ‘

dz
¢Ozimii
O /\/\/\
z @a) / Ys Ay = Ya — Ys
010 Yo =0 0
] %((g) +1):% y2:y1+hf(:v1,y1):%+ﬂ§:% iy Sty S
1 %((z)j‘kl):g y3:y2+hf(x2,y2)=%+%?§=% 8 g —a |
1 1((1) +1)_@ y4:y3+hf($3ay3):@+1§1=@ 61 " 64 — 64—
3.3.1 Euler Metodu igin Hata Tahmini
Euler metodunda yapilan hata ne kadardir? Coéziimiin her adiminda y yaklagik
olarak p
y(x + Az) = y(x) + Az f(z,y) = y(r) + Aa:ﬁ (3.31)
olarak yazilabilir. Fakat dogru ve kesin agilim Taylor serisi ile verilir. Denklem
(3.31)’in Taylor serisi agilimi
dy (Ax)? d%y
Az) = Az=2 Rl AT 32) DY~
y(@+ Aw) = y(o) + Ar—r 4 = (3:32) 24 N
olacaktir. Bu nedenle denklem (3.31)’in kullamilmasi ile yapilan her adimdaki
hesap (Az)? mertebesinde hatahdir. Eger Az kiigiik ise, (Az)? ¢ok kiigiik ola-
caktir. Fakat Az’in kiiciik olmasi i¢in K’nin ¢ok biiyiik segilmesi gerekir, yani
atilan adim sayisinin arttirilmasi gerekir. xy noktasindan zg noktasia kadar
yapilan ¢oziimde toplam hata K(Axz)? = (s — x9)Ax olacaktir. Yani Eu-
ler metodunda yapilan yerel hata (Az)?, toplam hata ise ertebesindedir.
Prensipte K’y1 yeterince biiyiik secerek, hatayi istenildigi”kadar kii¢liltmek
mimkiindiir fakat bu pratik degildir.
ORNEK 3.4 Ornek olarak asagida verilen diferansiyel denklemini Euler meto-
dunu kullanarak [0,1] arabiginda ¢ézelim.
d
é &z \ (3.33)
dz 2 \
_ \ﬂ = 1 |
y(zo) = wo e L]‘] - —
— S Ll / é,

Coztim: Bu diferansiyel denkleminin analitik ¢ézdmaiiniin

1 =0

y(w) = o+ 3@ —a3) =D A,

| ! 2 - L ( L -+1 >n

o .. .. - = - - 2 A P

oldugunu gdostermek odev olarak size _?)‘ka%(lmzsstzr. Analitik ¢ozim sayisal
coziimii test etmek i¢in kullanlacaktir. Verilenlere gore f(x,y) = %x "dir. Tablo
8.1'de xg = 0, yo = 0.25 ve h = i = 0.25 i¢in verilen denklemin analitik
¢cOzimi yq, Fuler yontemine gére elde edilen sayisal ¢ozimii ys ve yapilan hata

Ay =1y, —ys v =0, i, %, %, 1 noktalarnda gosterilmistir.

| X =1

Tablodan da goriildiigli gibi sayisal ¢oziimde yapilan hata h ile dogrusal
olarak artmaktadir. Sekil 1’de sayisal ve analitik ¢oztimler ayni grafik iizerinde
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1 —@— analitik ¢6ziim
0.45—
b —Jl— sayisal ¢oziim Q
0.40 - .
x i
=
0.35— _
0.30 —

Sekil 3.1: Ornek 3.5°de coziilen diferansiyel denkleminin sayisal ve analitik
¢Ozlimleri.

gosterilmigtir. ki ¢oziim arasmdaki fark yani sayisal coziimde yapilan hata
sekilde goriildiigii gibi gittikge artmaktadir. Bu tehlikeli bir duruma igaret eder.
Bir siire sonra sayisal ¢coziimde yapilan hata gercek ¢oziim ile karsilagtirilabilir
olacak ve daha sonra tamamen taninmaz bir hal alarak gergek ¢oziim ile bir
ilgisi kalmayacaktir. Sayisal ¢oziimde yapilan en ufak bir hata siirsiz gekilde
artiyorsa bu durumda bir sonraki boltimde gorecegimiz gibi bir kararlilik sorunu
var demektir.

3.3.2 Euler Metodunun Kararlilik Analizi ——

Sayisal ¢oziimlerde goz oniine alinmasi gereken 6énemli kavramlardan bir tanesi
kararhiliktir. Sayisal bir yontemin kararli olmasi ¢oziimiin kisa siirede g¢ok
biiyiiyerek veya sonsuza giderek taninmaz hale gelmemesi olarak tanimlanabilir.
Baz1 yontemler her gart altinda kararli, bazilari her zaman karasiz olurken,
baz1 yontemler ancak belirli parametre degerlerinde kararli kalmaktadir. Kul-
lanilan sayisal bir yontemin detayli bir kararhilik analizini yapmak her zaman
miimkiin olmayabilir. Euler metodunun kararlibk analizini yapmak igin (3.29)
denkleminde verilen sayisal ¢oziimiin, 6rnegin bilgisayarin siirl hassasiyetinden
dolay1, gercek sayisal ¢oztimden ((3.16)’daki diferansiyel denkleminin analitik
¢oziimiinden degil) oy kadar uzaklagtigini varsayalim. Bunu (3.29)’a eklersek

Yn+1 + 5yn+1 =Yn + 5yn + ho* f(xna Yn + 5yn) (334)

elde edilir. Denklemdeki son terimi Taylor serisine acip sadece dy’ye gore birinci
mertebe terimleri alirsak

of(x,
Ynt1+0Ynt1 = Yn +0Yn + hx* [f(xm yn) + f(ayy)"(syn}

of (z,y)

= Yn+h*f(@n,yn)+0yn +hx By

ln0yn (3.35)
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of (x,y)

Ynt1 + 0Yn + oy lndy

bulunur. Bu denklemden n.adimda yapilan bir hatanin bir sonraki adima nasil
yansiyacagini veren

of (z,y)
Jy

0Ynt1 = [1+h* |n]0Yn (3.36)

denklemini elde ederiz. Buradan agik olarak goriildiigii gibi herhangi bir sekilde
sayisal ¢ozlime karigan bir hatanin nasil ilerleyecegi k = (1+hsx* %@’y)) teriminin
biiyiikliigiine baghdir. |k| < 1 i¢in hata gittikge azalacak, |k| > 1 ise hata n

arttikca artarak ¢oztimi kirletecek ve belkide taninmaz hale getirecektir. Euler

metodunun kararli olmasi i¢in bu nedenle ~—— Ty

( “1<1 @Safé%y)/k +1 ) (3.37)

sartinm saglanmasi gerekir. h > 0 éldugundan bu sart ancak| 2£&: yj< 0 ise
ra

miimkiin olabilir. Adim uzunlugunun dikkatlice se¢ilmesi gereke blI‘ p

metre
oldugu boylece aciklik kazanmig oldu. s — \j + X
Daha kesin bir tamim yapmak gerekirse sayisal bir ¢oziim eger gercek

¢oziimden bir miktar uzaklagildiginda biiyiime egilimi gostermiyorsa karariidir.

ORNEK 3.5 O~

( %:y+x \./\ (3.38) — =

diferansiyel denkleminin kararblik analizini yapiniz.

Coztim: Bu denklemde f(z,y) = = + y oldugundan analiz i¢in k degerini
hesaplarsak

0
ke14hs @Y gL <
dy

elde ederiz. —1 < k <1 sarts hi¢ bir zaman saglanamayacagindan Fuler metodu
verilen denklem i¢in her sart altinda kararsizdar.

ALISTIRMA 3.2 Asagida verilen diferansiyel denklemlerinin kararlilik analizini
yapinaz.

a) Biyiime problemi: /C — O< j
dy >0 = g
dx 7_Oé/y’- ) B , = X

b)Bozunma problemi: > ‘3 \}

i _Y | o N

8 Yoy aso AN IR
ORNEK 3.6 . ! @

—> Yy S wa) < =\-%D
T

diferansiyel denklemini Euler yontemini kullanarak ¢ézen bir FORTRAN pro- _ Z
grama yazimz. Bu denklemin analitik ¢ozimaiinidn \/\ - =

> y(w) = (yo + w0 +1)e" (@m0) — (2 4+1)

Ynt '\j %L\FL’( 9(\> ’glxm ~ Y, t¥n
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oldugunu gosteriniz ve saysal ¢ozumi test etmek i¢in kullaniniz.
Cozum: werilen diferansiyel denklemini Euler metodu ile ¢ozecek ¢ok basit
bir program EK C’de ADD1 ads ile verilmistir.

ADD1 programinin bazi 6zellikleri not edilebilir. Program kendi kendini
tekrar etmekte ve sadece K icin sifir veya daha kiiciik bir say1 girildiginde dur-
maktadir.  (zo,y0), (€1,91), (2,y2), -+, (Zs,ys) degerlerinin hepsi X ve Y
olarak adlandirilmakta, her adimda onlarin degeri giincellestirilmektedir. Anal-
itik ¢oztim YA hesaplanmig ve yapilan hata kaydedilmigtir.

ALISTIRMA 3.3 a) ADDI1 programina bir énceki paragraftan da yararlanarak
acrklayicr notlar ekleyiniz.

b) ADDI1 programani bir dosyaya editorinizle kaydediniz, fortran der-
leyicinizi kullanarak derleyiniz ve c¢alistiriniz. Baslangi¢c sartlar olarak X=0,
Y=1 alinz.

i) XS=1 alarak programi K=5, 10, 20, 40 degerleri i¢in calhistiriniz. Yapilan
hata nasil degisiyor? Yaklasik olarak h ile orantils ma? K iki kat arttirildiginda
hata ka¢ kat azaliyor?

i) (i)’yi XS=2 i¢in tekrar ediniz.

i11) Ornek 3.5de gosterildigi gibi bu denklem FEuler metoduna gére her zaman
kararsizdwr. XS’yi biiyik secerek h ne kadar kigik olursa olsun ¢ézumiin sturekli
biyudigini ve kararsizlastigin gosteriniz.

Daha genel uygulamalar i¢cin ADD1 programi biraz daha gelistirilerek EK
C’de verilen ADD2 programi elde edilmistir. Yeni programda diferansiyel den-
kleminin tiirevini hesaplamak icin bir alt program, kullanilan yonteme gore in-
tegrali almak igin bir alt program eklenmistir. Yeni programi olugturan kisimlar
sunlardir:

e ADD2: ana program <’—\

— e EULER: herhangi bir diferansiyel denklem i¢in sayisal integrasyonu yapan
alt program

— e DEQ: disaridan saglanan ve diferansiyel denkleminin tiirevini (denklemin
sag tarafini) hesaplayan alt program

Ana program girdi-cikt1 iglerini ve bazi hesaplamalar1 yapmaktadir.
Baglangig sartlari tekrar tekrar atamay: onlemek tizere X0 ve YO degigkenlerinde
saklanmaktadir. EULER alt programi verilen denklemden tamamen
bagimsizdir. Bagka bir diferansiyel denklem ¢oziilecegi zaman sadece DEQ alt
programinin degistirilmesi yeterlidir. DEQ’ntin EULER alt programinin bir
argiimani olmasina dikkat ediniz. Bu durum programin en baginda 'EXTER-
NAL’ komutu ile ilan edilmigtir. Daha iyi bir integrasyon yontemi kullanilacaksa
bu durumda EULER alt programinin degistirilmesi gerekir.

ALISTIRMA 3.4 a) ADD2 programini bir dosyaya yazarak derleyiniz wve
cabistirimz.  Bu programla Ornek 3.6°da verilen diferansiyel denklemini
Ahgtirma 3.4°de kullanilan ayni baslangic ve K degerlerini kullanarak ¢éziiniz.
Elde ettiginiz sonuglars ADD1 programinin  sonuglary ile karsilastiriniz.
Cozimin hassasiyetinde bir degisme varmadir?
b) ADD2 programans
%:wzﬂl, y(0)=1
\
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diferansiyel denklemini ¢ozecek sekilde bagska bir ad altinda, ornedin ADD21,
degigtiriniz. Bu denklemin analitik ¢cozumund bulup yeni programda bu ¢ozimi
kullanmanaz gerekir. Analitik ¢ézimiin y(z) = —(22 + 22 + 2) + 3e* olmas
gerektigini gosteriniz. -_—

ADD2 yap1 olarak uygun bir program olmasina karsin biraz daha gelistirilip

daha kullamgh 6zelliklerle donatilabilir. Baz degisiklikler sunlar olabilir: (a)

D —> girdi sayisinin arttirilmasi ve bu sayede programin daha kullamigh hale getir-

T¢C ilmesi, (b) baz1 degigsken veya sabitlere bagtan deger atayarak aym degerin de-
= ~ falarca girilmesinin 6nlenmesi ve (c) ¢iktilarin formath yazdirilmas:.

Bu amaclarla yazilan yeni programda baglangi¢c degerleri daha 6nce oldugu

- gibi X0 ve Y0’a kaydedilecektir fakat son = degeri olan XS yerine ii¢ tane yeni

degisken tanmimlanmistir. Bunlar|L, P ve ICdir. L kag tane periyot tlizerinden

hesaplama yapilacagim, P her periyotun Ozunlugunu (biyikligini) ve IC

hesaplamanin nasil yapilacagini tanimlamaktadir. Eger IC=1 ise diferansiyel

//Nenkleminin integrasyonunun kaldigi yerden devam edecegini, IC=0 ise bagtan

aglayacagini gostermektedir. Programin ilk galigtirihiginda IC=0 olmalidir.

K degeri yeni organizasyonda bir P periyodu iginde atilacak adim sayisim

amimlamaktadir. Yeni tamimlamalara gore toplam integrasyon uzunlugunun

21.xP olduguna dikkat ediniz. Ornek olarak yukaridaki diferansiyel denklemi

O [0,5] araliginda gozulecekse baslangicta L=>5, P=1 ve IC=0 verilmesi yeterlidir.

L ve P icin olasi f@a bir segenek ise L=10 ve P=0.5"tir. Integrasyona devam

icin IC=1 verilmesi gerekir. Eger L ve P icin bagka degerler girilmezse

llarak integral almaya devam edilir. Ornegin baslangicta

IC=0, L=10, P=0.5 iken, bir sonraki degerler girilirken sadece IC=1 girilip

i i den birakilirsa integral kaldig1 yerden 0.5 periyotlarla 10

defa alimarak X=10 degerine kadar alimir. Ortaya gikan yeni program ADD3

— \__ * € adi altinda EK C’de verilmistir. Sadece ana programda degisiklikler yapilmig

VO 9 EULER ve DEQ alt programlar: degistirilmeden birakilmigtir.

2.0 0.5 ALISTIRMA 3.5 a) EK C’de verilen ADDS8 progamani derleyerek ¢alis tirinaz.
I Aligtirma 3.5(a) da ¢ozilen diferansiyel denklemini ayns baslangig sartlaring kul-
QO O, l lanarak yeniden ¢oziniz. Sonuglars Aligtirma 3.5 %in sonuglar ile karsilastirinz.
Ayrica IC, L ve P parametrelerinin rolini iyice dgrenmek i¢in programa degisik
L ve P degerleri i¢in calistiriniz.
b) ADDS3 programans baska bir ad altinda, ornegin ADD31, degistirerek

(N N
2 ) I

diferansiyel denklemini y(0) = 1 baslangi¢ sartina kullanarak coziiniz. Sadece
DEQ alt programam degistirmeniz yeterli olacaktir. Ayrica bu denklemin analmk

cozuimint bularak hata hesabinda onu kullanmaniz gerekir.
l

_‘/E‘f\% 0 una dayanarak simdiye kadar yaptigimiz integral alma iglemleri
e yaz1k eterh degildir. Pratik olarak bakacak olursak, hatay1 azaltmak icin

K’y1 artty daha c¢ok hesaplama dolayisi ile daha ¢ok zaman kayb1 demektir.
Teknlk olarak ;bﬁ K’nin arttirilmasi ile hesaplamalarda yapilan yuvarlama hata-
larimin artmasi demektir ve bu hatalarin birikerek yaklagik ¢oziimde baskin hale
gelmesi durumunda, K’'nin arttirilmas: yarardan ¢ok zarar vermeye baglar. Her
iki_sebepten dolay1 daha i 1y1 sonuclar veren yaklagik metotlar1 aramakda yarar

—+
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3.4 FEuler-Richardson Metodu

Bir parametreye bagli olan herhangi yaklagik bir yontemi geligtirmenin bir yolu
Richardson ekstrapolasyonudur. Euler metodunda integral almada yapilan hata
Az ile orantili idi. Adim uzunlugunu yariya diigiirdiigiimiizde yapilan hata Az /2
ile orantili olacaktir. Euler metodunda herhangi bir z’den = + Az noktasina
kadar yaptigimiz integral alma islemini gimdi iki tirlii yapalim. Birincisinde
sadece bir adim atarak x + Az noktasinda bir ¢oziim bulalim ve bu yaklasik
¢Ozlime gy diyelim. Simdi 2 + Az noktasima Az/2’lik iki adim atarak ulagalim
ve bu iglem sonucunda elde ettigimiz yaklagik ¢oziime yo diyelim. Boylece ayni
x+ Az noktasina karsilik gelen y; ve yo gibi iki yaklagik ¢6ziim elde etmig olduk.

y1 ve yo'nin uygun bir lineer (dogrusal) bilesimini alarak her ikisinden de
daha iyi bagka yaklagik bir ¢oziim elde edebiliriz. Bunu yapmak i¢in denklem
(3.16)1 goz oniinde tutarak h = Az olmak iizere y(z + h) ve y(z + h/2)’i x

civarlndw +h/2)) +h/2)'i (x + h/2) civarinda Taylor serisine agalim.

2 3
> Tl @@+ @+ B e e
2 3
) W=y @ G @ @ G

\

M
h / h2 /!
y((x+h/2)+h/2) = yla+h/2)+ 5Y (x +h/2) + 3V (x4 h/2)
N T B3
+@y”’(x +h/2) + - (3.42)
Denklem (3.41)’i denklem (3.42)’de yerine yazarsak
2

— 2 8

— WA AR =y @) ey @)+ Dy hy2)
L/-\/~

h’2 1! h3 "
<Y (x+h/2)+@y (x+h/2)+-+

= Y@+ ol @) o/ (@4 hy2)

h2

+§[y”(x) + 9 (z + h/2)] (3.43)
h3
48
elde edilir. Denklem (3.40) ve denklem (3.43) y’nin (x + h) noktasindaki iki ayr1
yaklagik degeridir, bunlardan birincisine y; digerine y, demistik. Goz Oniine
aldigimiz denklemden goriilecegi gibi v'(z) = f(z,y) ve y'(x + h/2) = f(z +
h/2,y(x + h/2)) olacaktir. y’'nin = ve (z + h/2)’deki bu tiirevlerine siras1 ile Sy

@)y h2)

Sy diyelim. = 2 = h/2) olmak f{i
ve Sy diyelim er% y(x + h/2) olma uiere
— Sl = f(zy) = [
> 52 = f(znyn) — o (3.44)

yazabiliriz. Boylece denklem (3.40) ve (3.43) siras: ile

h2 h3
o= y@)+hSi+ y'(@)+ —y" @)+ T
T T 6
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Y g

- > (S S) U (@) o+ hy2)

—\ i f Yy (2) +y" (x + h/2)] + (3.45)
\ 48
olacakt

Slmdl Y1 ve yo'nin lineer birlesiminden, her ikisinden de daha iyi yaklagik bir
¢ozim bulmak i¢in x 4+ h noktasindaki yaklagik ¢oztimii y = 2ys — y1 seklinde
yazalim. Denklem (3.45)’deki ilk k0§eh parantez igindeki ikinci terim de Taylor

serisine acilip ad1 gegen hneer birl
y:y ) + hS2 + O(h%) (346)

elde edilir. Burada O( h3 terimi, h’'nin ii¢ ve daha yliksek kuvvetleri ile orantili
ihmal edilen artik terlmlerl temsil etmektedir. Burada da goriildigi gibi Euler-
Richardson metodu Euler metodundan bir mertebe daha hassastir. Dolayisi ile
bu metotta toplam hatanin segilen adim uzunlugunun yaklagik karesi ile orantili
olmasini bekliyoruz.

Bu metot zg’dan x’e kadar biitiin bir bolge i¢in degil, her Ax araligi igin ayr1
ayr1 uygulanmaktadir. Her aralikta h adim uzunlugu kullanilarak yaklagik bir
¢oziim ve iki tane h/2 adim uzunlugu kullanilarak bagka yaklagik bir ¢oziim
bulunmaktadir. Buradaki gibi daha diisiitk mertebeli iki yaklasik metottan
daha yiiksek mertebeli bir metot elde etme yontemi genelde limite ekstrap-
olasyon yontemi olarak bilinir. Euler-Richardson yonteminde herhangi bir x
noktasindan = 4 h noktasina integral alirken yapilan islemler agagida verilmigtir
ve yontemin algoritmasini olugturur.

U= S )

T = $+§ —
h
—> v = y+5x51
52 = f(xn,yn) (3.47)
T = x+h
— y = y+hxS2

Burada da goriildiigii gibi Euler metodunu bir mertebe daha hassas yapmak
icin 6dedigimiz bir bedel vardir. Diferansiyel denkleminin sag tarafi (¢éziimiin
egimi) simdi iki ayr1 noktada iki defa hesaplanmaktadir.

Bu yeni durumu programlarimiza uygulamak icin integral alma yontemimizi
yvani EULER alt programim degistirmemiz gerekir. Bunlarin diginda sadece
bazi ufak degisikliler yapmak yeterlidir. Yeni durumlarin uygulandigi program
ADD4 adi altinda EK C’de verilmistir.

ALISTIRMA 3.6 a) Aligtirma 3.5’da ¢ozilen diferansiyel denklemini orada ver-
ilen aym baslangi¢ ve parametre degerleri ile fakat program ADDJ4 i kullanarak
coziintiz. Coziimdeki hata gercekten h? ile orantils madur?
b) ADD/4 programani baska bir ad altinda, ornegin ADD41, degistirerek
dy 2
diferansiyel denklemini y(0)=1 baslangi¢ sartins kullanarak ¢oziniz. Bunun
i¢in sadece DEQ alt programany degistirmeniz yeterlidir. Buldugunuz sonuclar:

i

k=D _
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Algtirma 3.5.b ile karsilastiriniz. Hangi yontem daha hassastir?

— 3.5 Runge-Kutta Metodu

Runge-Kutta metodunun gerisinde yatan temel fikir aslinda yukarida
gordiigiimiiz Euler-Richardson metodunda uygulanan fikir ile aynidir. Runge-
Kutta metotlarinda diferansiyel denkleminin tiirevi (f(x,y)) her aralik icinde
belirli noktalarda hesaplanarak gok daha yiiksek hassasiyet saglamaya caligilir.
SJimdi ¢ok basit ikinci mertebe hassasiyete sahip iki adimli Runge-Kutta

ML_/\ yontemini inceleyelim.

3.5.1 Iki-Adimh Ruge-Kutta Metodu — =

dy
K A Y~ fay) (3.48)
7<+ diferansiyel denklemi verilmis olsun Denklem (3. 28) de ver1len tammlarl kulla-

\/\ lineer bir blrle§1m1 olarak , /
pemerra R S

)< Xt —
I 7
seklinde yazalim. Burada ky ve ko
— X,\.—d\\m ki = hf(zn,yn) —> (3.50)

by = hf(en+Rh,yo + Bh1) (< \>

olarak araligin baglangictaki ve aralik i¢cinde en yiiksek hassasiyeti saglayacaik bir
noktadaki egim olarak tanimlanmigtir. a, b, & ve 8 heniiz bilinmeyen sabitlerdir.
Bu sabitler y(z + h)’in Taylor agilimi ile (3.49)’daki terimler miimkiin olan en
yiiksek mertebeden uyusacak sekilde secileceklerdir.
y(z + h) Taylor serisine agilirsa b/
2

NIV
Ynin) = yln) + by ) + S + Dyl 1 @) ,%

elde edilir. Dikkat edilirse y'nin tiirevleri f(x,y) ve onun x ve y’e gore kismi
tiirevleri cinsinden yazﬂabilir Bunu yukaridaki denkleme uygularsak, f, ve fy ’B g CZ ,j

sirast ile f(z,y)’in x ve y’ye gore kismi tiirevleri olmak lizere
e
) yDLv
~—

>y = [f(zy) /?Q/

J = df(l‘ Y) — 1/, +fyy = fy +fy 0\ (3. 52)
S - ﬁ#)_hﬁﬂﬁjﬁwﬂ+hh+ff——‘\::§

elde edilir.  Yukaridaki denklemi c¢ikarma islemi 6dev olarak okuyucuya
birakilmigtir. Boylece Taylor agilimi f(x,y) ve onun kismi tiirevleri cinsinden
/ n2 / /
—

3
U 2 fuy 4 S+ oy B2 (359)
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olur. Burada alt indis n bitiin degerlerin (z,,y,) noktasmnda hesaplanmasi
gerektigini gosterir.
Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Taylor acilimini kullanarak ko

ko /_\ DT A/ a2h?

ﬁ Zf($n+04h,yn+ﬁk‘1) = f(xn7yn)+ahfm+ﬁk1fy+szz+
- e

i 2]€2

seklinde yazilabilir. Burada da biitiin tiirevlerin (z,,y,) noktasinda hesaplan-
mas1 gerekir.

k1 = hf(xn,yn) oldugu gercegini kullanarak ko icin elde edilen deger
denklem (3.49)’da yerine yazilir ve h’nin aym kuvvetli katsayilar1 yeniden

diizenlenirse
TSy ent = wnt (@ DR H Ol 4 61
_ 5 02 2, .
elde edilir. Bunun denklem (3.53) ile kargilagtirilarak h ve h?'nin katsayilarinin
esitlenmesi ile \
\
atb = 1 — 2 (3.56)
1
~ ba=b3 = —=

elde edilir. Burada ii¢ tane denklem fakat dort tane bilinmeyen vardir. Dolayisi
ile parametrelerin seciminde bir derece serbestlik olanagimiz olacaktir. Bir cok
olasi ¢oziim arasindan agagida verilenleri gbz 6ntine alalim.

a) a = 0 segilirse, bu durumda b = 1 ve a« = 8 = % olur. Parame-
trelerin bu degerleri icin Runge-Kutta denklemleri daha once elde ettigimiz

Euler-Richardson denklemleri (3.47) ile tamamen ayni olur.

d\g b) Bagka olasi bir ¢oziim kiimesi a = b = % ve a = 3 = 1 olacaktir.
— =% +3— Iki adimli Runge-Kutta yontemini uygulamak icin ADD4 programi
d A degistirilmis ve yeni program ADDS5 olarak adlandirilmigtir. Bu programin bir
kopyesi EK C’de verilmigtir. Her adim i¢in burada iki defa egim hesaplanmasi
G}Z X " gerekmektedir. ERICS alt programi RK2 ile degistirilmigtir.
N 2 ’}'W« Xz l%LISTIRMA 3.7 a) ADDS5 programuni kullanarak Aligtirma 3.5 de verilen difer-
A’t ansiyel denklemini ¢oziniz ve sonuglars ADDJ programanin sonuglary ile

_— karsilastirinaz.

b) ADDS5 programanda a, b, o and B parametreleri i¢in tutarl farkle degerler
kullanarak (a)’yr yeniden ¢oziniz. Cozimde ve hassasiyet mertebesinde onemli
bir degisiklik meydana geliyormu?

3.5.2 Dort Adimhh Runge-Kutta Metodu

Iki adimh Runge-Kutta (RK) metodunun ¢ikarihginda izlenen yol kullamlarak
dort adimli daha hassas yontemde elde edilebilir. Dort adimli Runge-Kutta
metodunda (3.16)’da verilen diferansiyel denkleminin ¢6zimiinin x,4+1 = z,+h
noktasindaki yaklagik degerini

1
Ynt1 = Yn + g(kl + 2ky + 2k3 + ka) (3.57)

—
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seklinde yaziyoruz. Burada k;’ler

Yy S
kl = hf(xnayn) >
h 1
ky = hf(xn + §7yn + ikl)
h 1
ks = hf(on+ gy +5k) T (3.:58)
ky = hf(xn+h7yn+k3)/

olarak tanimlanmistir. Yukarida verilen yontemde her adimda yapilan yerel
hata O(h®) mertebesindedir. Diger yontemlere gére hata cok daha kiiciik fakat
bunun igin 6denen bedel her adimda f(z,y) fonksiyonunun doért defa hesaplan-
masidir. Dikkat edilirse her mertebeden Runge-Kutta metodu gikartmak her
zaman olasidir fakat hesaplamalar ¢ok karmagik ve uzun olabilir.

ALISTIRMA 3.8 ADDS5 programinay baska bir ad altinda, drnegin ADD51,
degistirerek yukarida verilen dort adimly Runge-Kutta algoritmasiniy program-
layinez.  Alistirma 3.5°de wverilen problemi yazdiginiz bu programa kullanarak
¢oziintz. Sonuclarinize daha dnce elde ettiginiz biitin sonuglar ile karsilastirinaz.
En hassas olan yontem hangisidir?

Simdiye kadar kullandigimiz biitiin programlar ve alt programlar sadece
bir diferansiyel denkleminin ¢6ziimii icin yazilmistir. N tane denklemden
olugan bir diferansiyel denklem sistemini ¢ézmek ic¢in degiskenlerin vektorler
seklinde yazilmas: gerekir. Yani gerekli degiskenler boyutlandirilmahidir. Boyut-
landirmalarin nasil yapilabilecegini gostermek tizere Ornek (3.3)’de elde edilen
(3.15)’deki denklem sisteminin ¢oziilmesi igin ADD4 program ADD6 adi altinda
yeniden diizenlenmis ve EK C’de verilmistir. —— \____/

Yeni programdaki bazi degigiklikleri not edelim. Toplam dort tane bir-
inci mertebe diferansiyel denklem oldugu i¢in 'PARAMETER’ komutunda N=4
olarak verilmig ve bu deger daha sonra boyutlu degigkenlerin boyutlarinin
tanimlanmasinda kullanilmigtir. Baslangi¢ degerleri YO adli vektorde tutulmus,
parcacigin x ve y yoniindeki koordinatlarina sirasi ile Y(1) ve Y(2), = ve y
yoniindeki hizlarima ise sirasi ile Y(3) ve Y(4) adi verilmistir. S1, S2 ve S3
vektorleri fonksiyon degerlerini hesaplayip tutmak ve ara iglemleri yapmak i¢in
kullanilmaktadir. Programda tanimlanan CT degiskeni DEQ alt programinin
kag defa ¢agrildigini yani kag defa fonksiyon deger hesaplamas: yapildigini kay-
detmektedir. Programi yakindan inceleyerek diger degisiklileri sizin bulmaniz
ve anlamaya ¢aligmaniz yararh olacaktir.

ALISTIRMA 3.9 ADDG6 programins program ig¢inde verilen xog = 1, yo = 0,
Ve = 0 ve V, = 0.5 baslangic sartlarini kullanarak derleyip ¢alistiriniz. Bu
baslangi¢ sartlary Y0'lar cinsinden Y0(1)=1, Y0(2)=0, Y0(3)=0 ve Y0(4)=0.5
olacaktur.

ADDG programinda verilen toplam integrasyon siiresi LxP = 2.714080941
bu pargacigin elips olan yoriingesini tamamlamasi i¢in gereken siireye, yoriinge
periyoduna esittir. Bu nedenle bir periyot sonunda pargacik bagladigir yere
donmeli ve buraya ulagtigr andaki hizlar ile baglangictaki hizlar: esit olmalidir.
Ayrica parcacigin toplam enerjiside korunmalidir (neden?). Bazi problem-
lerdeki bunlara benzer zamanla degismeyen hareket sabitleri, kullanilan sayisal
yontemi test etmek icin kullanilabilecek ¢ok 6nemli parametrelerdir. G6z 6niine
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Tablo 3.2: ADDG6 programinin 6rnek bir ¢iktisi

G= 1.0, CT= 2000. —= L

T X Y Vx Vy [DX [
0.000E4+00 1.000E4+00 0.000E400 0.000E4-00  5.000E-01  2.714E-03
2.714E-01  9.629E-01  1.340E-01  -2.757E-01 4.809E-01  2.714E-03
5.428E-01  8.478E-01  2.568E-01  -5.798E-01 4.141E-01  2.714E-03
8.142E-01  6.415E-01  3.507E-01  -9.595E-01 2.548E-01  2.714E-03
1.086E+00 3.102E-01  3.698E-01 -1.532E400 -2.147E-01  2.714E-03
1.357E+00 -1.430E-01  1.279E-04  -4.287E-03 -3.498E+400 2.714E-03
1.628E+00  3.090E-01  -3.709E-01 1.531E400 -2.199E-01 2.714E-03
1.900E+00 6.404E-01  -3.530E-01  9.604E-01 2.514E-01  2.714E-03
2.171E400 8.471E-01 -2.598E-01  5.815E-01 4.119E-01  2.714E-03
2.443E400 9.627E-01  -1.375E-01  2.777E-01 4.797E-01  2.714E-03
2.714E400 1.000E+400 -3.679E-03  2.312E-03 4.998E-01  2.714E-03

aldigimiz 6rnekte yortingenin kapali elips olmasi nedeni ile pargacik basladig
yere donmelidir. Ayrica basglangi¢ noktasina dondgii andaki hizlar ilk hizlarina
esit olmalidir. Bu programin bir ¢iktisi Tablo 3.2’de verilmistir. Bu tabloyu in-
celeyerek yukarida anlatilan 6zelliklerin saglanip saglanmadigini kontrol ediniz.

ALISTIRMA 3.10 Alstirma 3.14°de yazdiginiz dort adimli Runge-Kutta meto-
dunu uygulayan ADD51 adly programi ADDS52 adv altinda denklem (3.15)’de
verilen kiitle ¢ekim problemini ¢ozmek igin yeniden dizenleyiniz. ADDG6 ve
ADDS52 programlarinin sonuclarine karsilastiriniz.  Hangisi daha hassas ve
hangisi DEQ alt programint en az saypda ¢agirmaktadir?

3.6 Adim Uzunlugu Kontrol Edilebilen Metot-
lar X

—

iitle cekim probleminin Tablo 3.2’de gosterilen c¢oziimii dikkatlice ince-
iginde eliptik yoriingede dolagan parcacigin T=1.357 oldugu zamanda
(periyodun yarisinda) merkeze en yakin ve hizinin en yiiksek oldugu goriilecektir.
Sayisal ¢oziimde bu bolgede yapilan hatay: azaltmak ve yoringeyi tam takip ede-
bilmek igin Az adim uzunlugunun bu bdlgede gergekten kiigiik olmas: gerekir.
Adim uzunlugunun yeniden ayarlanmasi i¢in program durdurulup yeni bir adim
uzunlugu verilerek yeniden baglatilabilir. Fakat yeni adimin ne zaman ve hangi
klukte secilmesi gerektigi agik degildir. Bun}lngam olaraklpilinmesi igin— R \/\ -,bﬂ
gildir/ Bu nedenle/adim
unu ¢oziimun akist igerisinde dinamik olarak belirlemenin uygun hir yol. - > \3
unu Hulmamiz gerekir. Her aralikta yapilan hesaplama hatasiNerkangibinyolla
tahmin edilebilirse, buna dayanarak adim uzunluguda dinamik olarak secilebilir. 3
Bunu yapmanin bir yolu Euler-Richardson metodunda gordiigiimiiz gibi her- —)
hangi/bir x,, no indan x,41 = x, + h noktasina integrasyonu iki ayr1 gekilde

geyleklestirerek” x,, 11 noktasidaki y(z) icin iki ayr1 yaklagik deger bulmak M
u yakla§1S degerlerden biri Az adim uzunlugu, digeri ise iki tane Az /2 adim 5

ilarak bulunabilir. Bu iki yaklagik degerin karsilagtirilmasi adim

/L \‘/jszunlug
adina yapilan! yerel hatanin mertebesi hakklnda bir fikir verir. Yerel olarak

=

yapllan bu hata kullanic1 tarafind nen bir hata tolerans parametresi

9,

Veviney
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ile kargilagtirilarak adim uzunlugu dinamik olarak ¢oziimiin akisi igerisinde
belirlenebilir. Bdylece sabit bir adim uzunlugu kullanmak yerine ¢Oztimiin
ozelliklerine uygun ve onunla uyumlu olarak degisen adim uzunlugu kullanilmig
olur. Bunun sagladig1 bir ¢ok fayda vardir.

Burada anlatilan yontem daha oOnce kullandigimiz Euler-Richardson
yontemine kolayca uygulanabilir. Yukarida anlatildigi gibi her aralik igin iki
yaklagik ¢6ziim bulunup bunlarin farkindan yapilan hata tahmini HT elde edilir.
Bu hata kullanic1 tarafindan saglanan hata tolerans1t HTOL ile karsilagtirilir ve
adim uzunlugu hakkinda bir karar verilir. Ug olast durum mevcuttur:

L —2 i) Eger HT, \ETOL}]en biiyiik ise gerekli tolerans saglanana kadar adim

uzunlugu yarilanir,

ii) Eger HT yeterince kiiciik ise bu araliktaki integrasyon etkin olan adim
uzunlugu kullanilarak bitirilir, —>

iii) Eger HT, HTOL’den ¢ok ¢ok kiigiik ise bu durumda adim uzunlugu
arttirtr. >~ T~

Boylece alinan integralin degisimine gore dinamik olarak uyarlanan bir adim
uzunlugu olan bir program algoritmas: elde edilmisg oldu. Ayrica birden fazla
diferansiyel denkleminin ¢6ziildiigii durumlarda her degisken icin agirlikli bir
hata payr AH tanimlayarak her degigsken farkli bir hata toleransi ile hesaplan-
abilir.

EK C’de Verilen(ADD7)3rogram1 ADD6 programinin adim kontrolii uygu-
lanmig halidir. Yani adim uzunlugu kontrollii bir Euler-Richardson yontemidir.
Ayrica her degigken igin, 6rnegin j. degisken igin agirhkh bir hata payr AH(J)
tanimlamp, o degisken i¢in hata toleranst HTOL’iin AH(J) ile carpilmasindan
elde edilmektedir. Boylece her degigsken igin ayr1 bir goreli hata toleransi
tanimlamak miimkiindiir.

ALISTIRMA 3.11 ADD7 programan: ¢calistirarak kiitle cekim problemini yeniden
¢coztintiz. Bu programan bir ¢iktist Tablo 3.3°de gosterilmistir.

Tablo 3.3’de verilen program ciktisi incelendiginde DEQ alt programinin
sadece 466 kez cagrildig: gortilecektir. Adim kontroliiniin olmadigi ADD6 pro-
grami i¢in bu deger 2000 idi. Demek ki fonksiyon hesaplama sayis1 yaklagik dort
kez daha az. Buna karsilik elde edilen sonuglar daha hassas. Adim uzunlugunun
siirekli degismesine, Azx’in t = 1.357 civarinda en kiiglik degerini almig olmasina
ozellikle dikkat ediniz.

3.6.1 Adim Uzunlugu Kontrollii RK-Verner Metodu

Birinci mertebe diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢ozmek igin adim kon-
trollii ileri diizeyde bir ¢ok yontem gelistirilmistir. Runge-Kutta yontemlerine
de adim kontrolii saglayan yeni metotlar eklenmistir. Bunlardan ¢ok uygun olan
bir yontem Runge-Kutta-Verner metodudur. Diger benzer metotlar RK-Merson
ve RK-Fehlberg metotlaridir. RK-Verner algoritmasinin detaylar: burada ver-
ilmeyecektir. Sadece bu algoritmaya dayali olarak yazilan ve adim kontrolii
saglayan bir alt program verilmistir. Euler-Richardson metodunda aralik bagina
iki tiirev degeri hesaplanmakta, birinci mertebe bir hata tahmini yapilmakta ve
ikinci mertebeden hatali bir ¢oziim iiretilmektedir. Benzer sekilde RK-Verner
metodunda aralik bagina sekiz tiirev degeri hesaplanmakta, beginci mertebe bir
hata tahmini yapilmakta ve altinct mertebeden hatali bir ¢éziim tiretilmektedir.
Bu yontemde 107% — 107! mertebesinde hata toleranslar1 kullanmak hi¢ sorun
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Tablo 3.3: ADD7 programinin 6rnek bir ¢iktisi
%L;}QM_E;OE MS= 1.000E+03
= 1.000E4+00 1.000E4+00 1.000E400  1.000E+400
G= 1.0 CT=

T X Y Vx Vy DX
0.000E4+00 1.000E400 0.000E400 0.000E400  5.000E-01  1.000E-02
2.714E-01  9.629E-01  1.340E-01  -2.755E-01 4.809E-01  5.647E-02
5.428E-01 8.480E-01 2.570E-01 -5.793E-01 4.142E-01 4.817E-02
8.142E-01 6.420E-01 3.511E-01 -9.583E-01 2.553E-01 3.328E-02
1.086E+00 3.112E-01  3.705E-01 -1.529E4-00 -2.122E-01 1.100E-02

—_1.357E+00 -1.434E-01 4.918E-03 -6.990E-02 -3.491E+00 1.249E-03 —
1.628E+00 3.063E-01  -3.705E-01 1.536E4+00 -2.242E-01 1.051E-02
1.900E+00 6.387E-01 -3.531E-01  9.634E-01 2.510E-01  2.299E-02
2.171E400 8.460E-01  -2.598E-01 5.836E-01 4.121E-01 4.307E-02
2.443E4+00 9.620E-01  -1.373E-01  2.795E-01 4.801E-01  5.307E-02
2.714E400 1.000E400 -3.321E-03  4.024E-03 5.001E-01  4.526E-02

Tablo 3.4: ADDS programimin 6rnek bir ¢iktisi \
HTOL= .000E-Q MS= 1.000E+03 L
AH= 1.000E4+00 1.00 00 1.000E4+00  1.000E+00
G= 1.0 CT= 424.)

T X Vx Vy DX
0.000E4+00 1.000E400 0.000E400 0.000E4-00  5.000E-01  1.000E-02
2.714E-01  9.629E-01  1.340E-01  -2.757E-01 4.809E-01  1.420E-01
5.428E-01  8.478E-01  2.568E-01  -5.798E-01 4.141E-01  2.414E-01
8.142E-01  6.415E-01  3.507E-01  -9.595E-01 2.548E-01  2.172E-01
1.086E+00 3.101E-01  3.698E-01 -1.532E400 -2.147E-01 1.271E-01
1.357E+00 -1.429E-01 -3.578E-07 -1.991E-06 -3.500E+00 1.040E-02 —
1.628E+00 3.101E-01 -3.698E-01 1.532E4+00 -2.147E-01 6.875E-02
1.900E+00 6.415E-01 -3.508E-01  9.595E-01 2.548E-01  1.162E-01
2.171E400 8.478E-01 -2.568E-01  5.798E-01 4.141E-01  1.964E-01
2.443E4+00 9.629E-01  -1.340E-01  2.757E-01 4.809E-01  1.767E-01
2.714E400 1.000E400 -1.360E-05  9.157E-06 5.000E-01  2.297E-01

yaratmayacaktir. Adim uzunlugu kontrollii Euler-Richardson metodunun uygu-
landig1t ADD7 programi RKV metodu uygulanacak sekilde yeniden diizenlenmis
ve ortaya ¢ikan yeni program ADDS adi ile EK C’de verilmistir.

ALISTIRMA 3.12 ADDS programin: ¢alistirarak kiitle ¢ekim problemini yeniden
cozintz. Bu programan bir ¢iktiss Tablo 3.4°de gosterilmistir. Bu sonuglar:
Tablo 3.3’de gdsterilen program ADD7’nin sonuclar: ile karsilastiriniz. Hangisi
daha hassas? Hangi programda fonksiyon hesaplamast en az?

Tablo 3.4’de goriildiigii gibi simdi kullanilan hata toleransina uygun olarak
yapilan hatalar 107® mertebesindedir. Adim uzunlugu parcacigin merkeze en
yakin ve en hizli oldugu anda en kiiglik degeri almigtir. Bu programla elde
edilen yoriingenin grafigi Sekil 3.2’de gosterilmigtir. Toplam integral stiresi 10
periyota esittir. Cizimde (x, y) noktalarinin arasindaki uzaklhigin kiigiik olmasini
saglamak tizere P kiigiik secilerek daha ¢ok veri noktasi elde edilmigtir. Hatanin
en az oldugu bir hesaplamada yoriingenin siirekli elips olarak kalmasi gerekir.
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-0.40 0.00 0.40 0.80 1.20

Sekil 3.2: (3.15)'de verilen kiitle cekim probleminde parcacigin 10 periyot boyunca
takip ettigi yoriinge. Parcacigin yortingesinin sabit kalmasi ¢oziimiin iyi olduguna
isaret eder.

Bu boéliimde gordiigiimiiz en hassas program RKV metoduna dayali ADDS8
programidir. Bundan sonra ¢ozdiigiinliz baslangi¢ sartli problemlerin hepsinde
sadece RKV alt programini kullanmaniz hem daha hizli hem de daha hassas
sonuclar elde etme acisindan daha uygun olacaktir.

ALISTIRMA 3.13 Denklem (3.7)’de verilen basit harmonik salinict denklemini
to = 0°da, (0) = 0 ve £(0) = 1 baslangi¢ sartlarne kullanarak ¢ézmek igin
ADDS programanda gerekli degisiklikleri yapiniz. Yeni programi ADDS81 olarak
adlandiriniz.  Analitik ¢ézimide bularak sayisal ¢ozimi test etmek icin kul-
laninaz. HTOL=1 x 1075 seciniz. m = w = 1 oldujunu kabul ediniz.

a) ADD81 programinda L=600, P=0.1 secerek elde ettiginiz © ve &
degerlerini zamanin (t) bir fonksiyonu olarak ¢iziniz. Sekil 3.3’de gosterilen
grafigi elde etmeniz gerekir.

b) Analitik ¢oziim ile saysal ¢ézim arasindaki farke (yapilan hatayr) za-
manman (t) bir fonksiyonu olarak ¢iziniz. Sekil 3.4 de gésterilen sonuglary bul-
maniz gerekir. Hatamin ¢ok kicik de olsa salinim yapiyor ve gittikce artiyor
olmasina dikkat ediniz.

¢) Basit harmonik salinicinan enerjisi

2, 19 9

E = 2mx + 2mw T

ile verilir. m = w = 1 oldugu varsayilirsa yukaridaki enerji denklemi yaricapr
V2E olan bir daire denklemi olacaktir. i x’e karsilik cizerek daire elde
edildigini gésteriniz (Bu ayni zamanda faz uzayr olarak da bilinir). Bu grafigi
en az 10 periyot icin ¢izerek sonucun daireden ne kadar uzaklastigine gormeye
calisiniz. Sekil 8.57de gdsterilen sonuca benzer bir grafik elde etmeniz gerekir.

3.7 Stif Problemler

Coztimiiniin bagimsiz degiskene bagimliligi ¢ok farkli lgeklerde eksponansiyel
terimler igeren diferansiyel denklemlerine stif denklemler denir. Bir diferansiyel
denkleminin ¢oziimiiniin e~* ile e~5%% terimlerinin lineer bir kombinasyonu ile
verildigini varsayalim. Bu iki terimin bagimsiz degigskene bagimliliklar: ¢cok farkh
Olceklerdedir. Bu ¢ozlimlerden biri ¢cok hizli gekilde azalirken digeri uzun bir
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1.00-

0.00—

X(t), v(t)

0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00
t (zaman)

Sekil 3.3: (3.7)'de verilen basit harmonik salinici probleminin sayisal ¢éziimiinden
bulunan parcacigin yerdegisim ve hizinin (kareler) zamanin bir fonksiyonu olarak
degisimi.

6E-7 T T T

'4E'7 T I T | T

0.0 20.0 40.0 60.0
t (zaman)

Sekil 3.4: Sekil 3.3'de gosterilen harmonik salinicinin = koordinatinda yapilan
hatanin zamanla degisimi.
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Faz
IR

-1.00— —
I T I T I
-1.00 0.00 1.00
x(t)

Sekil 3.5: Sekil 3.3'de gosterilen harmonik salinicinin v(t)-z(t) grafigi.

deger araligi igin (digeri ile karsilagtirildiginda) sonlu kalacaktir. Cok farklh
bogalma zamanlari olan kapasitorler bu yapiya uygun 6rneklerdir. Daha ayrintili
bir inceleme i¢in agagidaki diferansiyel denklemini g6z oniine alalim.

d2

Txg ~ 100y =0 (3.59)
Bu denklemin genel coziimii, ¢; ve ¢y keyfi sabitlar olmak iizere, y = c;e =107 4
c2et0% ile verilir. y(0) = 1 ve y/(0) = —10 baslangic sartlar kullanilirsa
c1 = 1,c3 = 0 oldugu gosterilebilir. Bu durumda analitik ¢éziim y(x) = e=10%
olacaktir. Bu problemi sayisal olarak cozmeye calistigimizda, hizla artan e'0*
terimine ait en ufak bir bilegenin sayisal ¢oziime bulagmasi halinde bu bilegen
hizla biiyiiyecek ve kisa siirede biitiin ¢oziimi etkisi altina alacaktir. Bu du-
rumda problemin aslinda ¢oziimii olan e~*’den hizla uzaklagilacak ve ¢oziim
iraksiyacaktir.  Bu tip problemlerin ¢oziimiinda Runge-Kutta metotlarinin
hemen hepsinin ¢ok kotii sonuglar verdigi bilinmektedir. Bu nedenle stif prob-
lemler RK yontemleri ile hig¢ bir zaman ¢6ziilmemelidir. Bunun yerine ¢ok adiml
yontemler temkinli gekilde kullanilabilir.

ALISTIRMA 3.14 ADDS8 programins (3.59)’da verilen diferansiyel denklemini
cozecek gekilde ADD82 adi altinda yeniden dizenleyiniz. Sayisal ve analitik
cozimin grafiklerini beraber cizerek saynsal ¢ozimain hzla gercek ¢éziimden uza-
klastigine gozleyiniz. Farkly L ve P degerleri kullanarak sayisal ¢ozimi gercek
coztimden fazla uzaklasmadan ne kadar strdirebildiginize bakiniz.

3.8 Sayisal Cozumler i(;in Baz1 Oneriler

Diferansiyel denklemlerini sayisal olarak ¢ozmeye baglamadan énce ve ¢Oziim
elde edildikten sonra agagida belirtilen konularin miimkiin oldugu yerlerde goz
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Oniine alinmasi gerekir. Bdylece hem denklem ¢ozme isi kolaylagacak hemde
elde edilen ¢oziimlerin gercekten aranan ¢6ziim olup olmadig1 konusunda karar
vermek daha kolay olacaktur.

a) Sadece belirli parametre degerlerinde veya bazi limitlerde gecerli bile
olsa diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimleri her zaman faydahdir. Analitik
¢oziimler gesitli sartlar altinda bulunabiliyorsa mutlaka elde edilmeli ve sayisal
¢Ozlimiin kontrol edilmesinde kullanilmalidir.

b) Diferansiyel denkleminde bulunan sabitler miimkiin oldugunca
sadelegtirilerek en az sayiya indirilmelidir. Bu zaman kazandiracak, bir
¢ok parametre kullanmaktan dogan karmasikligi oOnleyecek ve sonuglarin
yorumlanmasini kolaylagtiracaktir.

¢) Miimkiin olan durumlarda degiskenler yeniden 6lgeklenerek boyutsuz hale
getirilmelidir.

d) Coztimde kullanilacak birimlere ¢6ztimden énce karar verilmelidir. Uygun
olmayan birimlerin kullanilmas: durumunda yazilan program hi¢ caligmayabilir.
Ornegin galaksilerin dinamigini veya kuantum mekanigi problemlerini calismak
tizere SI birimlerini kullanmak felaketle sonuclanabilir. Galaksi problemlerinde
R? gibi terimler kolayca ortaya cikabilir ve bu say1 kullanilan makinede temsil
edilebilecek en biiyiik sayidan daha biiylik olabilir. Benzer gekilde kuantum
mekanigi problemlerinde i gibi terimler ortaya cikabilir ve bu say1 makinede
temsil edilebilecek en kiigiik sayidan daha kiigiik olabilir. Bu durumda makine
bu sayiy1 sifir olarak alacak ve elde edilen sonuclar anlamsiz olacaktir.

GOz Oniine alinan problemin ¢ogunlukla kendi dogal birimleri vardir ve bu
birimlerde ¢galismak daha akillicadir. Dogal birimler kullanildiginda degiskenler
¢ok biiyiik veya cok kiiclik olmaktansa ¢ogunlukla 1 mertebesindedir. Bir prob-
lemin dogal birimleri ¢ogunlukla ne SI nede cgs’dir.

e) Elde edilen sayisal ¢ozlimler mutlaka gesitli yontemlerle test edilmelidir.
Kontrol i¢in kullanilanlar ¢gogunlukla ¢oziilen problemin matematiksel olmaktan
ziyade fiziksel olarak saglamasi gereken sartlardir. Ornegin problemde korun-
mas1 gereken degerler varsa (enerji, momentum vb.) bunlarin korunup korun-
madig1 kontrol edilmelidir. Problemin analitik ¢oztimii ¢esitli limitlerde biliniy-
orsa, sayisal ¢oziim ile analitik ¢6ziim bu limitlerde karsilagtirilmalidir.

Yukaridaki onerilerin bir kismini uygulayabilecegimiz bir érnek gbéz ontine
alalim. Elektrik ve manyetik alanlar altinda hareket eden yiiklii bir parcacigin
yoriingesini ADDS8 programini uygun sekilde degistirerek bulmaya ¢aligalim.

3.8.1 Ornek: Radyal Elektrik Alan1 Altinda Hareket Eden
Yikli Bir Parcacik

Sekil 3.6’da gosterildigi gibi yaricaplari a ve b (b > a) olan iki silindirik elektrot
sirast ile V, ve V;, potansiyellerinde tutulursa, bunlarin arasinda

p-f = gV (3.60)

T log(b/a)

ile verilen radyal bir elektrik alani olusacaktir. K sabiti V, ve Vj’nin goreli
degerlerine gore pozitif veya negatif olabilir. @ yiiklii, m kiitleli bir pargacigin
bu alan altindaki hareket denklemi, a ivme olmak tizere, QE = ma olacaktir.
Parcacigin yiikiiniin negatif oldugu (Q = —q, ¢ > 0) ve hareketin tamamen
silindirik elektrotlara dik iki boyutlu bir diizlem {tizerinde oldugu varsayilarak
hareket denklemi

d’r gk )t (qK )

( r
a2 m’r m’r?

r

(3.61)

A/g, ~ _Z__/—wvt S —
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Vs

Sekil 3.6: Sirasi ile V,, ve V}, potansiyellerinde tutulan a ve b yaricapli ayni merkezli
iki silindirik elektrotun ustten gorunusu.

olarak yazilabilir.

a) Problemde gegen en biiyiikk uzunluk digta bulunan silindirin yarigap
olacagindan uzunluklar: b’ye bolerek olgeklendirelim. Yeni boyutsuz uzunluklar:
" =r/b ile gosterelim. Bu durumda (3.61) denklemi

d’r’ gK 1’ r’

olarak yeniden yazilabilir. Burada o = gfbg "dar.

b) a’nin biriminin zamann karesinin tersi oldugunu gosteriniz.

) (3.62)’deki zamani ' = (/at seklinde yeniden 6lgeklendiriniz ve ortaya
¢ikan denklemin ,

d°r r

Gz 2 (3.63)
oldugunu gosteriniz. Bu son denklemde karmagiklig1 6nlemek igin degigkenlerin
iisleri yazilmamigtir ve goriildiigii gibi denklemde hig bir parametre kalmamistir.
Dikkat edilirse bu denklem daha énce Ornek 3.3’de gordiigiimiiz kiitle cekim
problemindeki denklemlere ¢cok benzemektedir.

d) (3.63)’deki ikinci mertebe diferansiyel denklemini r = 21 + yj kullanarak
iki boyutlu (x,y) diizleminde dort tane birinci mertebe diferansiyel denkleme
indirgeyiniz. (3.15)’de elde edilen denklemlere benzer denklemler elde etmeniz
gerekir.

e) Ortaya c¢ikan denklemleri ADDS8 programini uygun sekilde degistirerek
z =05,y =0,V, =0 and V, = 0.5 baglangi¢ sartlarim kullanarak ¢ € [0, 30]
¢oziintiz. Sonuglarimz (t, z, y, Va, V) bir dosyaya yazdiriniz ve y-z grafigini
¢izerek parcacigin izledigi yoriingeyi goriiniiz. Ne elde ettiniz? Elde etmeniz
gereken yoriinde Sekil 3.7'de gosterilmigtir.

f) (e)’yit € [0,120] i¢in tekrar ediniz. Pargacigin yoriingesi bir dig ve bir de
i¢ bir daireye tegetler yapan elliptik yoriingeler olmalidir. Bu gekilden faydala-
narak bu pargacigin yoriingesinin kapali olup olmadigina karar vermeye caliginiz.

g) Degiskenlerin zamanla nasil degistigini gérmek igin z-t, y-t, Vy-t, V-
t grafiklerini ¢iziniz. Ayrica Vp-z ve Vj-y grafiklerini ¢iziniz. Bu ¢izim aym
zamanda faz uzay1 olarak bilinir. Faz uzayinin her noktasi ziyaret ediliyor mu?

(Not:  (3.61)’deki diferansiyel denklemi silindirik koordinatlarda da
yazilabilir. Yoériinge problemlerinde kullanilan standart degisken degigimi z =
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Sekil 3.7: Sirasi ile V,, ve V;, potansiyellerinde tutulan a ve b yaricapli ayni merkezli
iki silindirik elektrotun arasinda hareket eden yiikli bir parcacigin yoriingesi.

1/r kullamlarak bu denklem, zamanin denklemlerde agikga goriilmedigi ikinci
mertebe bir denkleme doniigtiiriilebilir. Zaman yerine silindirik koordinatlardaki
agl degiskeni probleme bir parametre olarak girer. Uygun degisken degisimleri
ile 6lgekleme yapilarak bu denklem de boyutsuz hale getirilebilir. Yalnmiz bu du-
rumda ¢Oziilmesi gereken dort tane birinci mertebe diferansiyel denklem yerine
sadece iki tane birinci mertebe diferansiyel denklem olacaktir).

3.8.2 Proje: Elektrik ve Manyetik Alanlar1 Altinda
Hareket Eden Klasik Elektronlar

Bu boliimde 6grendiklerimizin pekigtirilmesi i¢in agagidaki problemi ¢ézmeye
caliginiz.

B manyetik ve E elektrik alani altinda hareket eden kiitlesi m, ytikii ¢ olan
bir pargacigin hareket denklemi

d’r

ile verilir. Burada V parcacigin hizi olup vV terimi parcacigin iginde hareket
ettigi ortamdan kaynaklanan bir gesit stirtiinme kuvvetini temsil etmektedir.

a) Eletrik alaminin sadece z-bileseni (E=(F, 0,0)) ve manyetik alanin sadece
z-bilegeni (B=(0,0, B)) oldugunu, parcacigin baglangicta z-yoniinde hizi ol-
madigini varsayarak hareket denkleminin

By ()
o By -y, (3.65)

dr? m m
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olmas1 gerektigini gosteriniz. Veya hizin bilesenlerini tiirevli halleri ile yazarsak

d*x qB . dy v, dx qF

= Sa Ga TG

d?y qB . dx v . dy

2 = o)) (3.66)

elde ederiz.

b) Yukaridaki denklemler dikkatlice incelendiginde bu problemde iig tane
bagimsiz sabit oldugu goriilecektir. Bunlar (%), (:X) ve (%)’dir. (%) ve ()
sabitlerinin biriminin zamanin tersi oldugunu gosteriniz. Aslinda w, = (%)
siklotron frekansi ve b = (;L) soniim oran: sabiti olarak bilinir. Bu nedenle bu
problemde iki tane dogal zaman birimi vardir. Zamani ya siklotron frekansinin
tersi veya soniim orani sabitinin tersi cinsinden 6lgebiliriz. Bunlardan 6rnegin
siklotron frekansimi kullanmaya karar verirsek zaman t' = w.t seklinde yeniden
Olceklendirilerek birimsiz hale getirilebilir. Bu durumda problemin zamani artik
siklotron frekansinin tersi cinsinden 6lgiilmektedir.

¢) (3.66)’da t' = w.t degigsken degigimini yaparak

d’z dy ( b )dx n
— = — —(—)— 4«
dt’? s Cw.’ dt
d?y dx b . dy
= —— —(—)=> 3.67
dt’* dt’ (wc)dt’ (8:67)
denklemlerini elde ediniz. Burada o = (7352 )dir.

d) o’min biriminin uzunluk oldugunu gosteriniz. Bdylece problemde gegen
uzunluklar1 o’y1 kullanarak birimsiz hale getiriniz. 2/ = z/a ve ¥ = y/a
degisken degisimleri yapilirsa ortaya cikan denklemler

d?x’ dy’ b dx'

% = Y HE

dt’ dt’ we’ dt’

d?y’ dxz’ b . dy

ar = a Wl (3.68)
olacaktir. Son denklem serisindeki iisleri diigiirerek

d’x dy b . dx

il A i S |

a2 a )@t

d?y dx b . dy

denklemleri elde edilir. Son denklemlerde problemin dogal zamanlarinin orani
olan sadece bir parametre olmasina dikkat ediniz. Bu denklemlerdeki degiskenler
birimsiz olup, uzunluklar «, zaman ise siklotron frekansinin tersi cinsinden
Olciilmektedir.

e) (3.69)’daki denklemleri dort tane birinci mertebe diferansiyel denklem-
ine dontigtiiriiniiz ve (b/w.) nin ve baglangig sartlarimin cesitli degerleri i¢in bu
denklemleri ADDS8 programini uygun bir sekilde degistirerek ¢oziiniiz. Ornegin
z=0,y=0,V, =1, V, =1 baglangi¢ sartlarim1 ve b/w. = 0.01 parame-
tre degerini kullanarak ¢ € [0,160] aralig: i¢in ¢Ozliim yapmz. t, z, y, V, ve
V, degerlerini bir dosyaya yazdirarak z-t, y-t, y-z, V-t ve V-t grafiklerini
¢iziniz. Elektrik alani yoniinde diizglin dogrusal hareket olmamasina dikkat edi-
niz. Hareket negatif y yoniine dogrudur. Ashinda bu E x B vektdérel garpimimin
yonii ile aynidir ve bu sebepten E x B siiriiklenmesi olarak bilinir. Faz uzayimin
(Va-z ve Vy-y) grafiklerini de ciziniz.
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3.9 Verlet Algoritmasi ve Molekiiler Dinamik

Bir pargaciga etkiyen net kuvvet F ve par¢acigin konumu r(t) ise bilindigi gibi
Newton’un ikinci hareket yasasina gore

d?r

yazilabilir. Burada kuvvet en genel haliyle zamanin, hizin, koordinatlarin veya
bunlardan birkaginin veya hepsinin birden fonksiyonu olabilir. Eger pargacik
korunumlu bir kuvvet altinda hareket ediyorsa bu durumda kuvvet koordinat-
larim bir fonksiyonudur ve uygun bir skaler potansiyel fonksiyonunun gradiyenti
seklinde yazilabilir:
(3.71)

3.9.1 Hizdan Bagimsiz Verlet Algoritmasi

Verlet[1] tarafindan geligtirilen algoritma, par¢acigin konumunun zamana gore
agagidaki gibi iki farkl sekilde Taylor serisine agilmasi ile elde edilir:

B dr 1 od’r 1 sd’r 4
r(t+ At) =r(t) + At% + §(At) s 6<At> s O(At) (3.72)
B dr 1 o d’r 1 s d’r 4
Yukaridaki iki denklem taraf tarafa toplanirsa
r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + (At)?a(t) + O(At)* (3.74)

elde edilir. Burada a ivme olup, m parcacigin kiitlesi olmak {izere potansiyel

fonksiyonundan

a(t) = %F(t) - —%VU(r(t)) (3.75)

elde edilir.  Goriildiigii gibi Verlet algoritmasi ii¢lincii mertebeden hassas
yaklagik bir yontemdir. ¢ + At amindaki konumun bilinmesi i¢in ¢ — At ve
t anindaki konumlarin yanisira ¢ amindaki parcacigin ivmesininde bilinmesi
gerekir. UQ boyutlu bir problemde bunlarin her bir degeri igin ii¢ bilegen
oldugundan bir tek pargacgin bir sonraki zaman adimindaki konumunun bil-
inmesi ic¢in dokuz degerin biliniyor olmasi gerekir. Burada dikkat edilirse
pargacigim hizi iglemlere girmemektedir. Bu nedenle denklem (3.74)’de verilen
algoritma hizdan bagimsiz Verlet algoritmasi olarak bilinir.

3.9.2 Hiza Bagimlh Verlet Algoritmasi

Baz1 durumlarda parcacigin sadece konumu degil, hizininda bilinmesi gereke-
bilir. Ornegin kinetik enerji hesaplamalar: icin hizlar gerekecektir. Daha az
hassas olmakla beraber ¢t + At anindaki konum ve hiz, ¢ anindaki degerlerinin
Taylor serisi agilimlarindan elde edilebilir. v(¢) = dr/dt olmak iizere

r(t+ At) = r(t) + Atv(t) + %(At)2a(t) (3.76)

v(t+ At)2) = v(t) + %(At)a(t) (3.77)

© O
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a(t+ At) = f%VU(r(t + At)) (3.78)

v(t + At) = v(t + At/2) + %(At)a(t + At (3.79)

Yukaridaki denklemler sirast ile kullanildiginda ¢ + At anindaki konum ve hiz
bulunabilir. ¢ anindaki konum bilindiginden prensipte bu konuma kargilik gelen
kuvvet (ivme) bulunabilir. ¢ anindaki hizda bilindiginden, denklem (3.76) ¢+ At
anindaki konum bulunabilir. (3.77) denklemi daha sonra kullanmilmak {izere hizin
bir ara degerini bulur. ¢t 4+ At anindaki konum bilindiginden, bu andaki konuma
kargilik gelen kuvvet (ivime) de bulunabilir. Denklem (3.78) bunu ifade eder.

3.10 Labaratuar Saati-IIl.a

Bu boliimle ilgili programlar Ek-D’de verilmigtir.
1.a Size saglanan ADD4.FOR programini

dy 2
_——= = 1
o= Ty y(0)

diferansiyel denklemini ¢6zecek sekilde bagka bir ad altinda yeniden
diizenleyiniz. Integrasyonun basglangicindan sonuna kadar olan z degerlerini
ve bunlara kargi gelen sayisal (ys), analitik (y,) ¢Oziimleri ve onlarn fark:
Ay = ys — Yo degerlerini bir dosyaya yazdiriniz.

1.b Yazdirdiginiz dosyadaki verileri kullanarak = — ys ve © — y, grafiklerini
beraber ¢izerek sayisal ve analitik ¢oziimlerin nasil degistigini goriiniiz. Ayrica
x — Ay grafigini ¢izerek hatanin nasil degistigine bakiniz. Hata sifir etrafinda
salinim yapiyor mu? Hata siirekli artiyor mu? Bunlardan sizce hangisi daha
iyi?

2. Iki-Adimh Ruge-Kutta Metodu:

% = f(z,y) y(xo) = vo (3.80)

baglangic sarth diferansiyel denklemini ¢6zmek igin iki adimli Runge-Kutta
yonteminin

ki = hf(zn,yn) (3.81)
k2 = hf(l'n + ahvyn + ﬁkl)
olmak tlizere
Yn+1 = Yn + aky1 + bka (3.82)

ile verildigi ve «, 3, a ve b arasindaki iligkinin

a+b =
ba=0b8 =

(3.83)

N = =

olmasi gerektigi daha 6nce gosterilmisti. Burada y,,41 diferansiyel denkleminin
x = xg +nh + h = x, + h noktasindaki yaklagik ¢oztimudiir.
1

2.a a = 0 segilirse, bu durumda b = 1 ve & = 3 = 5 olur. Parame-

trelerin bu degerleri icin Runge-Kutta denklemleri daha once elde ettigimiz
Euler-Richardson denklemleri ile tamamen ayni olur.

2.b Bagka olasi bir ¢oziim kiimesi a = b = % ve a = 8 = 1 olacaktir.
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Iki adimh Runge-Kutta denklemini uygulamak tizere ADD4 programi
degistirilmis ve yeni program ADD5 olarak adlandirilmigtir. Bu programin bir
kopyesini elde ediniz. Her adim i¢in burada iki defa egim hesaplanmasi gerek-
mektedir. ERICS alt programi RK2 ile degistirilmistir. RK2 alt programini
inceleyerek her adimda programda sirasi ile XK1 ve XK2 olarak adlandirilan k;
ve ko degerlerinin nasil hesaplandigini goriiniiz.

3.a ADD5 programini kullanarak

d

ﬁ =y+z, yzo) = o (3.84)
diferansiyel denklemini y(0) = 1 baglangig sartin1 kullanarak ¢éziiniiz. Bu den-
klemin analitik ¢6ziimiiniin

y(x) = (yo + 20 + 1)e(m_m°) —(z+1) (3.85)

olmas1 gerektigi daha oOnce gosterilmisti. Elde ettiginiz ¢éziimii ADD4 pro-
graminin sonuglar: ile kargilagtiriniz.

3.b ADDS5 programinda a, b, a ve 8 parametreleri i¢in denklem (3.73) ile tu-
tarh farkli degerler kullanarak (3.a)’y1 yeniden ¢oziiniiz. Coztimde ve hassasiyet
mertebesinde énemli bir degisiklik meydana geliyormu?

3.c ADD5 programimi ADD51 adi altinda

dy

7:$2+y7

. y(0) =1

diferansiyel denklemini ¢Ozecek sekilde degistiriniz. Bu denklemin analitik
¢oziimii daha dnce gosterildigi gibi y(z) = —(2? + 22 + 2) + 3¢? ile verilir.

4. Do6rt Adimli Runge-Kutta Metodu

Iki adimh Runge-Kutta (RK) metodunun cikarihginda izlenen yol kul-
lanilarak dort adimli daha hassas yontemde elde edilebilir. Dort adimli Runge-
Kutta metodunda (3.70)’de verilen diferansiyel denkleminin ¢oziimiiniin @, 1 =
Ty, + h noktasindaki yaklagik degerini

1
Yn+1 = Yn + g(lﬁ + 2ko + 2ks + ky) (3.86)

seklinde yaziyoruz. Burada k;’ler

kl = hf(%,yn)

h 1
hf(xn + =, Yn + *kl)

k2 2 2

h 1
ks hf(@n + 5 yn + She) (3.87)
ky hf(zy + h,yn + ks3)

olarak tanimlanmigtir. Yukarida verilen yontemde her adimda yapilan yerel
hata O(h®) mertebesindedir. Diger yontemlere gére hata ¢ok daha kiigiik fakat
bunun igin 6denen bedel her adimda f(z,y) fonksiyonunun dort defa hesaplan-
masidir. Dikkat edilirse her mertebeden Runge-Kutta metodu gikartmak her
zaman olasidir fakat hesaplamalar ¢ok karmasgik ve uzun olabilir.

5. ADDb5 programimi baska bir ad altinda, 6rnegin ADD52, degistirerek
yukarida verilen dort adimli Runge-Kutta algoritmasini programlayiniz.
Yazdiginiz bu programi kullanarak (1.a)’y1 yeniden ¢dziiniiz. Sonuglarimiz daha
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once elde ettiginiz biitiin sonuglar ile karsilagtiriniz. En hassas olan yontem
hangisidir?

6. Iki veya Daha Yiiksek Mertebeli Diferansiyel Denklemlerin
Coziimii

Daha 6nce gordiigumiiz gibi n. mertebeden bir diferansiyel denklemi n tane
birinci mertebe diferansiyel denklem halinde yazilabilir. (")rnegin ikinci mertebe-
den bir diferansiyel denklem olan basit harmonik salinici denklemi

2
ZT;E +w?z =0 (3.88)

iki tane birinci mertebe diferansiyel denklemi seklinde yazilabilir. Bunu yapmak
icin y; = x(t) ve ya = Z—f tammlarimi kullanarak denklem (9)’u yeniden yazalim.
Bu durumda

diyy

LA — 3.89
o Y2 (3.89)
dy2 2

dt Y1

elde edilecektir.

Daha karmagik bir 6rnek ise ters kare kuralina uyan merkezi bir kuvvet
(6rnegin kiitle ¢ekim) altinda (z,y) diizleminde iki boyutta bir yoriingede dénen
bir parcacigin hareketini temsil eden diferansiyel denklem olabilir. G problemin
sabitlerini temsil etmek ve r = xi 4 yj olmak iizere, hareket denklemi

d*r Gr Gr

E-E -3 (3.90)
seklinde yazilabilir. Bu denklem goriildiigii gibi ikinci mertebe bir diferansiyel
denklem olup iki boyutta yazilmigtir. Bu diferansiyel denklem her boyut igin
ayr1 ayr1 yazilabilir. Boylece

B G
ez 73
d*y Gy

elde edilir. Bunlar kuplajli ikinci mertebe diferansiyel denklemlerdir.
(3.81)’de verilen denklemler birer mertebe daha indirgenerek birinci mer-
tebe dort denklem elde edilebilir. Bunu yapmak i¢in hizin  ve y yonlerindeki

bilegenlerini siras1 ile V, = Z—f ve V, = % olarak yazabiliriz. Bu tanimlar
kullanarak
dz
= =V
dt
dy
o v
dt Y
dVy, Gz
—_— = —— 3.92
dt r3 (3.92)
vy, _ Gy
dat r3

seklinde dort tane kuplajh birinci mertebe diferansiyel denklem elde edilebilir.

Bu denklemleri daha diizenli yazmak igin y; = z(t), y2 = y(t), ys = % ve
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Yo = ‘fi—ff tanmmlarim kullanarak (3.82)’deki denklemler yeniden
dy - _
dt Y3
dy2 - _
dt Ya
dy3 Gyl / o 2
ﬁ = _TT, r= Yq + Y3 (393)
dya  _ Gy
dt r3

seklinde yazilabilir.

Yiiksek mertebeli herhangi bir diferansiyel denklem yukarida ornekleriyle
gordiigimiiz gibi birinci mertebe diferansiyel denklemler dizisi halinde
yazilabildiginden, basglangic sarth adi diferansiyel denklemleri sayisal olarak
¢ozme yoOntemleri sadece birinci mertebe diferansiyel denklemler igin
geligtirilmigtir.

Simdiye kadar kullandigimiz biitiin programlar ve alt programlar sadece
bir diferansiyel denkleminin ¢0ziimi i¢in yazilmigtir. N tane denklemden
olugan bir diferansiyel denklem sistemini ¢6zmek icin degiskenlerin vektorler
seklinde yazilmas: gerekir. Yani gerekli degiskenler boyutlandirilmahidir. Boyut-
landirmalarin nasil yapilabilecegini gostermek tizere yukaridaki son 6rnekte elde
edilen (3.83)’deki denklem sisteminin ¢oziilmesi i¢in ADD4 programi ADD6 adi
altinda yeniden diizenlenmistir. Bu programi ag komgulugundan aliniz.

Yeni programdaki bazi degigiklikleri not edelim. Toplam dort tane bir-
inci mertebe diferansiyel denklem oldugu i¢in 'PARAMETER’ komutunda N=4
olarak verilmis ve bu deger daha sonra boyutlu degiskenlerin boyutlarinin
tanmimlanmasinda kullamilmigtir. Baglangic degerleri YO adli vektorde tutulmus,
pargacigim z ve y yoniindeki koordinatlarma sirasi ile Y(1) ve Y(2), = ve y
yoniindeki hizlarima ise sirasi ile Y(3) ve Y(4) adi verilmistir. S1, S2 ve S3
vektorleri fonksiyon degerlerini hesaplayip tutmak ve ara islemleri yapmak igin
kullanmilmaktadir. Programda tamimlanan CT degiskeni DEQ alt programinin
kag defa cagrildigini yani kag defa fonksiyon deger hesaplamasi yapildigini kay-
detmektedir. Programi yakindan inceleyerek diger degisiklileri sizin bulmaniz
ve anlamaya caligmaniz yararh olacaktir.

7.a ADDG6 programini program icinde verilen zg =1, 50 =0, V, =0ve V,, =
0.5 baslangi¢ sartlarim1 kullanarak derleyip caligtiriniz. Bu baglangig sartlar
Y0’lar cinsinden YO0(1)=1, Y0(2)=0, YO(3)=0 ve Y0(4)=0.5 olacaktur.

ADDG6 programinda verilen toplam integrasyon siiresi Lx P = 2.714080941 bu
parcacigin elips olan yoriingesini tamamlamasi igin gereken siireye, yani yoriinge
periyoduna esittir. Bu nedenle bir periyot sonunda pargacik basgladigi yere
donmeli ve buraya ulagtigr andaki hizlar: ile baglangictaki hizlar: esit olmalidir.
Ayrica parcacigin toplam enerjiside korunmalidir (neden?). Bazi problem-
lerdeki bunlara benzer zamanla degismeyen hareket sabitleri, kullanilan sayisal
yontemi test etmek icin kullanilabilecek ¢ok 6nemli parametrelerdir. G6z 6niine
aldigimiz o6rnekte yoriingenin kapali elips olmasi nedeni ile pargacik basladig
yere donmelidir. Ayrica basglangi¢ noktasina dondgii andaki hizlar ilk hizlarina
esit olmalidir. Bu programin bir c¢iktisi Tablo 1’de verilmigtir. Bu tabloyu in-
celeyerek yukarida anlatilan 6zelliklerin saglanip saglanmadigini kontrol ediniz.

7.b Bolim (2)’de yazdigimz dort adimh Runge-Kutta metodunu uygu-
layan ADD52 adli programi ADD53 adi altinda denklem (3.83)’de verilen kiitle
¢ekim problemini ¢ézmek igin yeniden diizenleyiniz. Bu diizenlemeyi yaparken
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Tablo 3.5: ADDG6 programinin 6rnek bir ¢iktisi

G=1.0, CT= 2000.

T X Y Vx Vy DX

0.000E4+00 1.000E+00 0.000E4-00 0.000E4+00  5.000E-01  2.714E-03
2.714E-01  9.629E-01 1.340E-01  -2.757E-01 4.809E-01  2.714E-03
5.428E-01  8.478E-01  2.568E-01  -5.798E-01 4.141E-01  2.714E-03
8.142E-01  6.415E-01  3.507E-01  -9.595E-01 2.548E-01  2.714E-03
1.086E+00  3.102E-01  3.698E-01 -1.532E400 -2.147E-01 2.714E-03
1.357E+00 -1.430E-01 1.279E-04  -4.287E-03 -3.498E+400 2.714E-03
1.628E+00  3.090E-01  -3.709E-01 1.531E4+00 -2.199E-01 2.714E-03
1.900E+00  6.404E-01  -3.530E-01  9.604E-01 2.514E-01  2.714E-03
2.171E400 8.471E-01  -2.598E-01  5.815E-01 4.119E-01  2.714E-03
2.443E4+00 9.627E-01 -1.375E-01  2.777E-01 4.797E-01  2.714E-03
2.714E+00 1.000E+00 -3.679E-03  2.312E-03 4.998E-01  2.714E-03

ADDG6 programindan da faydalanabilirsiniz. ADD6 ve ADD53 programlarinin
sonuglarimi kargilagtiriniz. Hangisi daha hassas ve hangisi DEQ alt programim
en az sayida cagirmaktadir?

3.11 Labaratuar Saati-II1.b

1. Basit Harmonik Salinici:

Daha 6nce goz oniine alinan basit harmonik salinici denklemini yeniden goz
oniine alalim. Salmicinin kiitlesi m ve yay sabiti k£ olmak iizere bu sistemin
sagladig diferansiyel denklemi

2
L;T;E + 'LU2I'(t) = 0, .’JS'(O) = Xy, %|t:0 = U(O) = 9 (394)
ile verilir. Burada w? = k/m olup sistemin dogal salinim frekansini temsil eder.
Bu denklemde dogal zaman birimi sistemin dogal frekansinin tersi 1/w olarak
almabilir. Zamam yeniden olgeklendirmek icin ¢ = tw gibi birimsiz bir degisken
tanmimlayalim. Bu yeni degigken kullanilarak (3.84)’de verilen diferansiyel den-
klemi yeniden yazilirsa

A2z

dx
W + x(t/) =0, z(0) = zo, @‘t’:o =v(0) = vy (3.95)

elde edilir. Bu denklemde w parametresi tamamen elenmis ve zaman dogal
frekansin tersi cinsinden Olgiilmektedir.
l.a (3.85)’de verilen denklemi iki tane birinci mertebe denklem sistemi

seklinde yazarak, y; = x ve yo = —gﬁ olmak iizere
dy dy2
— L 3.96
ar Y2, dat’ Y1 ( )

denklemlerini elde ediniz.

1.b ADDS programini BHS (Basit Harmonik Salinici) adi altinda basgka bir
dosyaya kopyalayarak bu programi yukarida verilen basit harmonik salinici den-
klemini ¢ozecek sekilde yeniden diizenleyiniz. Coziilecek denklem sayisinin bu
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durumda iki tane oldugunu ve baglangi¢ sartlarinin yeni duruma uygun sekilde
verilmesi gerektigini unutmayiniz. Programda degismesi gereken en onemli
boliim DEQ alt programidir. Ayrica BHS programinda elde edilen ¢oziimleri ve
zamani adi kullanici tarafindan belirlenen bir dosyaya yazacak sekilde gerekli
degigiklikleri yapiniz.

1.c BHS programinda z(0) = 1 ve v(0) = —1 baglangi¢ sartlarini kullanimz.
Bu baglangig sartlar: diger degiskenler cinsinden Y(1)=1 ve Y(2)=-1 degerlerine
karsilik gelir. L=500, P=0.1 degerlerini kullanarak BHS programini ¢aligtiriniz.
Elde ettiginiz veri dosyasim kullanarak x — ¢, v — ¢t ve v — x grafiklerini ¢iziniz.

{\ 2. Surtunmeli Basit Harmonik Salinici:

1.’de goz oniine alinan basit harmonik salinicinin hiz ile dogru orantili (yv(¢)
bir stirttinme kuvvetine maruz kalmasi durumunda (3.84)’de verilen diferansiyel
denklemi

d*x dz 9 dz

ﬁ + bE +w .’L'(t) = 07 (0) = 2o, Ehzo = ’U(O) = Vo (397)
denklemine dontigiir. Burada b =/4/m olup + slirtiinme kuvvetinin orant1 sabi-
tidir.

2.a b’nin biriminin (1/zaman) olmas: gerektigini gosteriniz.

2.b Son denklemde zaman w™! veya b~! cinsinden Slciilebilir, yani bu prob-
lemin iki tane dogal zaman o6lgegi bulunmaktadir. Bunlardan herhangi biri
kullanilabilir. Ornegin zamani w~! cinsinden 6l¢mek i¢in denklem (3.87) w? ile

boluntrse
d’x b dz

dwt? T wdwl)

denklemi elde edilir. Birimsiz ¢’ = wt degiskeni kullanilirsa son denklem

d’x dx
( p7e] + a@ +z(t") =0 \ (3.99)

+a(t) =0 (3.98)

sekline doniigiir. Bu denklemde zaman w™! biriminde 6lciilmektedir. Ayrica
problemde iki zaman biriminin oranindan ibaret sadece birimsiz
parametresi kalmigtir.

2.c BHS programini, BHS2 ad1 altinda denklem (3.89)’da verilen diferansiyel
denklemini ¢ozecek sekilde diizenleyiniz.

2.d Denklem (3.89)'u z(0) = 1 ve v(0) = —1 baglangig sartlarini BHS2
programinda kullanarak ¢oziinliz. L=500, P=0.1 alabilirsiniz. Coziimi a
parametresinin a =0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1.0 ve 2.0 degerleri i¢in ayr1 ayr1 bulunuz.
a’nin her degeri i¢in « —t ve v —t grafiklerini beraber, v —x grafigini ayr ¢iziniz.
Bu problemde a parametresinin rolii nedir? «@’nin yukarida aliman degerleri
fiziksel olarak hangi durumlara kargilik gelmektedir? (Diferansiyel denkleminin
analitik ¢oziimiinii kullanarak bu sorular daha kolay cevap bulabilirsiniz).

3. Siirimlii Basit Harmonik Salinici: —\7

1.’de goz oniline alinan basit harmonik salinicimin bir Fy f(¢) kuvveti ile
stiriilmesi halinde (3.84)’deki diferansiyel denklemi yerine

d2£L' FO
7ol +w?z(t) = Ef(t)’ z(0) = o,

dx
" |t:0 = U(O) = Vo (3100)

d
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denklemi elde edilir. Bu denklemde de zaman w™! cinsinden 6lciilebilir. Den-

klemin tamami w? ile boliiniip zaman ¢’ = wt cinsinden dlciiliirse bu denklem

d*z
dar?

Fo_ {le verilir.

sekline dontigir. Burada ¢ = =%

3.a ¢’nin biriminin uzunluk olmas: gerektigini gosteriniz. Bu durumda den-
klem (3.91)’deki x degigkenide ¢ ile yeniden olgeklenerek birimsiz hale getir-
ilebilir. Bdylece biitiin denklem birimsiz duruma gelir. 2’ = z/c olmak {izere

denklem (3.91)

+x(t") =cf(t'), (3.101)

dzx/ ey /
denklemine doniigiir ve artik uzunluklar ¢ cinsinden 6lgiilmektedir.

3.b BHS2 programini BHS3 ad: altinda siiriimlit BHS’y1 ¢6zmek icin yeniden
diizenleyiniz. Siiriicii kuvvetini f(¢t) = cos(wst) olarak alimz. Bu denklem
birimsiz ¢’ cinsinden, g = ws/w olmak {izere f(t') = cos(gt’) seklinde yazlabilir.
Boylece ¢oziilmesi gereken denklem (3.92)

d*x
o] +z(t") = cos(gt") (3.103)

sekline doniisiir. Dikkat edilirse bu son denklemde sadece g parametresi vardir.

3.c BHS3 programini kullanarak denklem (3.93)’i g =0.5, 0.9, 1.0 ve 1.2
degerleri igin ¢oziiniiz (L=2000, P=0.1 alimz). Baglangi¢ sart1 olarak z(0) = 1
ve v(0) = —1 kullaniniz. Biitiin g degerleri i¢in @ — ¢, v — ¢ ve v — x grafiklerini
ayr1 ayri ¢iziniz. Bu problemde g parametresi neyi temsil etmektedir? g = 1
igin ¢6ziim nasil davranmaktadir? ¢ # 1 durumu i¢in v — = grafigi simdiye
kadar elde ettiklerinizden farkli mi? Hangi yonde?

_’? 4. Suriumli ve Surtiinmeli Basit Harmonik Salinici:

3.’de inceledigimiz stirtimlii basit harmonik saliniciya siirtiinme kuvveti de

eklenirse
d*x dz 9 £ dx
—_— —_— = = — =0 = = .1 4
e +bdt + w?x(t) mf(t)7 2(0) = zo, o lt=o = v(0) = vy (3.104)

diferansiyel denklemi elde edilir.

4.a f(t) = cos(wst) alarak bu denklemi uygun sekilde yeniden
Olceklendiriniz. Parametre sayisini en aza indirmeye ve degigkenleri birimsiz hale
getirmeye caliginiz. Denklemin en sonunda, ¢’ = wt, ¢ = Fy/(mw?), a = b/w,
g = ws/w ve ¢’ = x/c olmak tizere

2./ /

Ccllt% + a% + z(t') = cos(gt’) (3.105)
indirgenebilecegini gosteriniz. Bu son denklem birimsizdir ve sadece iki parame-
treye (a ve g) baghdir.

4.b BHS3 denklemini 4.a’da elde ettiginiz denklemi ¢ozecek sekilde BHS4
adi altinda yeniden diizenleyiniz. Daha 6nce kullanilan baglangic sartlarin
ve parametreleriniz i¢in uygun degerler kullanarak denklemi ¢oziiniiz. Elde
ettiginiz ¢oziimi kullanarak x —t, v —t ve v — x grafiklerini kullandiginiz biitiin
parametre degerleri igin ¢iziniz.
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RASGELE SAYILAR ve
MONTE CARLO
YONTEMLERINE GIRIS I =

Bu boltimde rasgele sayilar ve bilgisayarda rasgele say:1 tiretimi basit olarak
goriilecektir. Rasgele say1 iireteclerinin bazi test yontemleri ve rasgele sayilarin
kullanilmasimi gerektiren basit 6rnekler verilecektir. Bu bolim Monte Carlo
yontemlerine bir girig niteligindedir.

-
4.1 Rasgele Sayilar

Cogu kisi rasgele sayilari sans oyunlari ile hakl olarak bagdagtirir. Fakat bilimsel "W
problemlerin ¢oziimiinda artik ¢ok sik ve yogun olarak rasgele say1 kullanma
temeline dayanan yontemler kullanilmaktadir. Bilimsel problemlerin rasgele ;
sayilar kullanilarak ¢oziildiigi yontemler cogunlukla Monte Carlo yontemleri \OB O
altinda genel bir adla anilirlar. Bunlarin hepsi detayda farkl olsada rasgele 4‘
sayilarin bilgisayarda tiretimi temeline dayanan yontemlerdir.
Rasgele sayilarin problem ¢ozmek igin bilinen en eski kullanimi Buffon[2]
. tarafindan 7 sayisimimn degerini bulmak {izere yapilan deneydir. Rasgele sayilarm g O rm
F { bilimsel problemlerin ¢éziimiinde ilk ciddi kullanimi ise ”Manhattan Projesi” .
G_ W ' olarak bilinen atom bombasimin yapiminda olmustur. Burada ilk defa Enrico O o) VQ ﬂ )?Q \ m
Fermi ve von Neumann tarafindan nétron tagimim probleminde sagilma yonlerini \
mm-ek\ﬁze_re/r\asgele sayilar kullamilmigtir. Rasgele sayilarin kullanimina
dayanan ve Monte Carlo Yontemleri genel adiyla bilinen yéntemlere bu isim
Fermi tarafindan iinlii sans oyunlar1 merkezi Monte Carlo’ya atfen verilmigtir.
Rasgele sayilarin kullanimu ile ilgili bilinen ilk 6rnek 7 sayisinin degerinin

\ j 5 2’ belirlenmesi ile amaci ile Buffon tarafindan yapilan deneydir. Buffon 7 sayisini

belirlemek tizere birbirlerine uzakliklar: d olan paralel dogrular ¢izmis ve £ uzun-
luklu bir diiz bir tel veya igneyi rasgele bu cizgiler iizerine atarak bir deney
yaprugtir. Sekil 4.1’de gosterilen bu diizenekte ¢ uzunluklu telin (¢ < d) paralel

M{ \/ \[ O doé@ru}%re\lag birini kesme 01a5111§<PP L ) B N | 5 ’\/\
= — /\/— (4.1)

ile verilir. Bu deney Ny defa tekrarlandiginda tel N defzg pgralel cizgilere 7
/\ E ——  carpiyorsa, P’nin deneysel degeri N/Ny olacaktir. Bu deger yukaridaki den- _
- klemde kullanilirsa, d ve £ bilindiginden, 7 sayisinin yaklagik bir degeri bulunmusg

\E/\(E\ = z
c — _
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Sekil 4.1: Buffon’un 7 sayisini bulma* deneyi.

g

55 T T T
: | J
-
4.5 - — i
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g 4 .
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s T
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0 500 1000 1500 2000
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Sekil 4.2: Buffon’un 7 sayisim bulma deneyinin rasgele sayilar iireterek elde
edilen sonucu. Diiz ¢izgi ile 7 sayisinin degeri gosterilmistir.

olur. Bu deneyin simiilasyonu bilgisayarda iiretilen rasgele sayilar kullanilarak
yapilabilir. Boyle bir deneyin sonucu Sekil 4.2’de gosterilmistir. Deneyle bulu-
nan deger yapilan deney sayisinin bir fonksiyonu olarak sekilde gosterilmigtir.
Goriildiigli gibi 7 sayisinin hesaplanan degeri bilinen degeri etrafinda salinim
yapmaktadir. Bu hesaplamanin detaylari daha sonra goriilecektir.
T p ) "l"a

4.2 Rasgele Sayilarin Uretilmesi

7\

mod(m)

Rasgele sayilar bilgisay: a

In+1 = a[n +c (42)

denklemi kullanilarak iiretilir. Burada a ¢arpan vee artirim olarak adlandirilan
pozitif sabitlerdir. Sonu¢ m modunda modiiler aritmetik yapilarak bulunur.
Yukarida verilen iterasyonun baglayabilmesi i¢in Ip'in kullanici tarafindan ver-
ilmesi gerekir. Iy tohum (seed) olarak bilinir. Bu yontemle en ¢ok m tane rasgele
say1 tiretilebilir ve Ip’in verilmesi durumunda ondan sonra gelecek biitiin sayilar
basgtan bellidir!. Bu durum bir geligki gibi goriinsede burada 6nemli olan belir-
lenen aralikta bulunan sayilarin diizgiin bir sekilde egit olasilikla secilmesidir.

\
L

d_/'

1= -\ L\
- 35745

i

Togy =0 L
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IU % Bu nedenle Bilgisarlarla iiretilen rasgele sayilarin "ne kadar rasgele” olduk- 1 ~ S
larindan ¢ok, belirli bir say1 kiimesinden ”ne kadar rasgele” sekilde bir sayi
.\ . segtlklerl dazli lidir. Aymi tohum numarasi kullanildiginda ayni sayilar M~ \3
S' %4— \ . Bu durum bazen oldukca avantajhdir. T
Yukarldakl den lemde elde edilen I,; rasgele sayilari cogunlukla m ile C - \

- 3 boliinerek normalize edilir ve bu nedenle rasgele say1 tireteclerinin hemen hepsi
- [0,1] araliginda say1 tiretir. (Kullanilan yonteme gore bazi durumlarda tiretilen
sayllara 0 ve/ya 1 dahil olmayabilir). 3 —t C
1 ~ 5 . 3—\' \ Denklem (4.2)’den faydalanarak rasgele say1 iiretiminde 6nemli olan a, ¢ VGT - \
A m’nin se¢imidir. m tretilecek rasgele sayilarin periyotu oldugundan en ¢ok m \A-\I -
tane rasgele say1 iiretilebilir. Bundan sonra seri kendi kendini tekrar etmeye
3 baglar. Bu nedenle m miimkiin oldugunca biiyiik olmahdir. m c¢ogunlukla kul-
lanilan makinede tam olarak temsil edilebilecek en biiyiik tamsayidir. Fakat _\- - 3
say1 yeterince biiytk degildir ve asagida goriilecegi gibi bu sayiy1 daha da |
artirmak miimkiindiir. Ornegin 32-bitlik PC’lerde m = 232 olur. Diger tarafta

- W

Iny1=al, mod(m) (4.3)

serisi uretilecektir. j( i M
/ /

n|1]2] 3 |4]5

I, 8|2 |11 4|8

agka bir tohum numaras: 6rnegin Iy = 5 kullandigimizda ise asagidaki

ve Miller tarafindan onerilen ”minimal standarda” gore a, ¢ ve m igin
en uygun segenekler goyledir:

a="T"=16807,c=0,m = 23! — 1 = 2147483647 /‘3 _/_/-/\

Bu degerlerlerle denklem (4.3) kullamildiginda bir sorun ortaya cikar: al,
garpimi bazi durumlarda makinede tam olarak temsil edilebilecek en biiyiik tam
sayidan daha biiyiik olacaktir. Bunun iistesinden gelmenin yolu Schrage algorit-
asim kullanmaktir. Schrage’in algoritmasi 32-bitlik iki tam saymin (32-bitlik
sabit bir mod sayisina gore) ¢arpiminin sonucunun, 32-bitin tizerindeki sayilarin
killanilmasini gerektirmeyecek gsekilde bulunmasim saglar. Algortimanin temeli
m |sayisinin uygun bir sekilde ¢arpanlarina ayrilmasina dayanir.
Rasgele iiretilen sayilarda ortaya cikan sorunlardan bir tanesi tiretilen I; nci
rasgele say1 ile I; 1 nci rasgele say1 arasinda belirli bir korelasyonun bulun-
masidir. —_

Ornegin burada kullanilan RND alt programinin boyle bir sorunu bulun-
maktadir ve bu rasgele say tireteci kullanilarak elde edilen r; nci rasgele sayiya



Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil

Berrin
Pencil


80 RASGELE SAYILAR ve MONTE CARLO YONTEMLERI

1"| T T T 7T T T T
L £, 0F 40 F ¥ o+ ET *
+ * 0% + + F +
t o4 0 % T S £ [
* oo+ o+t ot [ +
09 % + + + + + F 0% + %
B T T A L + ¢$$ 7
+ +$t+ oyt F + O
£t % + g £ 0* 0
+ T o+ 0+ LA +
OS%# + o+ o+ S A A
y 4 + A A S
+ 0+ + s + o4+
¢+++++++§*F v % P
07+ ot F o= £ U S Yo% -
o+ +  * + o+ + T o+ %
+ oy S T T T
Lo % 5 AR
0.6§1¢+1+;*$t oo L oot 3
+ +
t*++++#§+ t+++*+i++
« + 4 + o o+ s« o
+ 05 ++tr¢+ t*§+++a¢++*7
el + 4 + + n
S ++§t i*titt +#t+++¢t5r++
+ + o+
041 ¢ % % Tt T )
: A T A S T % oot 4 v
T o+ o+ * o4t T * + +
i + R ¥
oo+ F £+ + L% O+ F O+
03k I o Toeo L 4 s+
B [ © B 7 A o4
+ + E £+ * £+ F*
+ " i + % + * 0+ + E
+ o+ % + T + 1&% *
0o2f% v b A T S
Lo T +
L. o+ % Lot F R L S S
s T T T T
+ 4+ + + ES 4
01 * = £ % + t oy ot +;f
. + + $+ % +
T T S N S T
+ + T
0 ST ST S S S S L o1+ TR S A T S

Sekil 4.3: RND alt program ile {iretilen r; nci rasgele sayi ile r;4 nci rasgele
say1 arasindaki korelasyona bir 6rnek.

kargilik cizilen ;4 nci rasgele saymnin grafigi Sekil 4.3’te gosterilmistir. k
degerinin bulunmas: 6dev olarak okuyucuya birakilmigtir. £’'nin kiigiik oldugu
durumlara diigiik mertebeli korelasyonlar denir. Diiglik mertebeli korelasyon-
lar1 gidermek igin, iiretilen rasgele sayilarin bir kismi bir yerde toplanmakta
ve bu sayilar yeniden karilarak rasgele bir sirada kullaniciya sunulmaktadir.
Bu yontemde rasgele sayiy1 tiretmek icin kullanilan dizide 6rnegin 4 nci sirada
tiretilen bir rasgele say1 yeniden karma igleminden sonra ortalama (i + 32)nci
sirada c¢ikt1 olarak verilir. Bu yontemi kullanarak rasgele say1 tireten bir alt
fonksiyon RANT1 adi altinda [3] verilmis ve RAS1 programina alinmigtir. Ayrica

yine aym kaynaktan alinan RAN2, RAN3 ve RAN4 rasgele say1 iireten alt
fonksiyonlar RAS1 programina dahil edilmistir.

4.3 Rasgele Sayilarin Test Edilmesi

Rasgele sayilar1 test etmek icin gesitli yontemler vardir. Fakat bunlarin ¢ogu
kesin bir test olmayip sadece rasgele say: iireteci konusunda bir fikir verebilirler.
Asagida bunlarin bir kismi verilmistir.

Test 1.) Bir rasgele say1 iireteci sonuglar1 6nceden bilinen bir problemi
¢ozmek icin kullanilarak test edilebilir. Fakat bu kesin bir test olmayip ras-
gele say1 liretecinin sadece incelenen problem igin yeterli derecede rasgele say1
iirettigini gosterir.

Test 2.) Iki rasgele say1 iireteci aym uygulamada kullanilarak sonuclar
kargilagtirilabilir. Tkiside aym sonucu veriyorsa her ikiside esit derecede iyi veya

kot treteglerdir. Eger sonuclar farkli gikiyorsa buradan gikarilacak sonug iki
iiretecin benzer sekilde rasgele say1 liretmedigidir.

Test 3.) Dagilim Testi
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M+1

Sekil 4.4: Rasgele sayilarin iki boyutta dagilin

Pes pese iiretilen rasgele sayilarin iki veya ii¢ boyutta grafikleri ¢izilerek
bunlarm dagilimma bakilabilir. Ornegin pes pese iiretilen normalize edilmis
7y Ve Tpy1 rasgele sayilarinin kartezyen koordinatlarda bir nokta olarak temsil
edilmesi ile iki boyutlu elde edilen grafikleri incelenerek kullanilan rasgele say1
iireteci hakkinda bir fikir edinilebilir. Bu yontemle yukarida s6zii edilen RND alt
fonksiyonu kullanilarak elde edilen grafik Sekil 4.4’de gosterilmigtir. Bu grafikte
noktalarin diizlem iizerinde diizgiin dagilmasi gerekir. Noktalarin 6beklenmesi
veya agir1 bogluklarin olugmas: diizgiin rasgele say: iiretilmedigi anlamina gelir.
Bu test rasgelelik tizerine nihai bir test degildir.

Test 4.) Bagka Bir Dagilim Testi

[0,1] aralig belli sayida esit araliga boliinerek her araliga diigen rasgele say1
bulunup, bu say1 aralik sayisinin bir fonksiyonu olarak ¢izilebilir. Toplam aralik
sayist M ve iiretilen rasgele say1 sayisi N ise, her araliga ortalama (N/M) say1
diigmesi gerekir. Her araliga diigsen rasgele sayisi bu deger civarinda olmalidir.
Baz1 araliklarda bu degerden ¢ok biiyiik veya c¢ok kiigiik degerlerin elde edilmesi,
anilan aralikta gereginden fazla veya az sayida rasgele say1 iiretildigi anlamina
gelir. Bu istenen bir durum degildir. Bu yontemle RND alt programi kul-
lanilarak elde edilen grafik Sekil 4.5°de gosterilmigtir.

RAS2 programini ag komsulugundan alarak programda kullamlan biitiin
rasgele iiretecleri igin Sekil 4.5’dekine benzer bir grafik elde ediniz. Uretilen
rasgele say1 miktarini ve/veya aralik sayisini degistirerek elde ettiginiz sonuglar
kargilagtiriniz.

Test 5.) x? Testi

(4) nolu testte anlatildigr gibi eger N tane rasgele say: iiretiliyor ve [0,1]
araligt M tane araliga boliiniiyorsa, her araliga diigmesi gereken rasgele sayi
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Sekil 4.5: Rasgele sayilarin 10 esit araliktaki dagilimlar

‘ﬂ 12\ | +n <7
( ﬁg—"\\ miktar1 s; = (N/M) olmahdir. Her i arahigina diisen gercek say1 Y; ise x? degeri

() M
2,5 ! 2= Z (Y;is)? ——% (4.4)

=1

l') —\— V( rq- p z— | olarak tammlamr. Eger M yeterince biiyiik ise (> 30) x?’in ortalama degeri
L L yaklagik M olmalidir. Ortalama deger degisik tohum sayilar ile baglayarak elde

2 5 \A(Wr\\ edilen x? degerlerinin ortalamas: alinarak yapilabilir.
- : |

o) ' 4.4 Monte Carlo Yéntemi ile integral Alma

-

o~ | —
NN

Monte Carlo yontemi ile integral almayi gbz oniine almadan Once bilinen
standart yollarla integral almayi tekrar hatirlamakta fayda vardir. Ornegin
%_) 7 — 9 bir degiskene bagl bir fonksiyonun integralini almak fonksiyon ile x-ekseni
arasinda kalan alam bulmak demektir. x-ekseninin egit Ax aralikli NV noktasina
- kargilik gelen fonksiyon degerleri bulunarak basit bir toplama ile integral hesabi
| yapilabilir. integralin alt ve iist sinirlarinin sirasi ile a ve b oldugu bir boyutlu

| durum igin alan

/
_— A=Y flz)Az (4.5)

— i1 —

olur. z;’ler araliklarin orta noktalari olarak almabilir: z; = a + (i —
1/2)Az, i=1,2,...N. Noktalar arasindaki esit araliklar

Az = b—a/N/

olacagindan alan integrali

— N

U 03 f(x») ) W)
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ey ng PA

f(x)

a 551 xi XN b
Sekil 4.6: f(z)’in integrali z-ekseni ile f arasinda kalan alani verir.

seklinde de yazilabilir. Dikkat edilirse sag taraftaki terim f fonksiyonunun orta-
lama degerini temsil etmektedir. Bu denklemde her ne kadar fonksiyonunun eit
aralikli N tane noktadaki degeri hesaplaniyorsa da, ortalama degeri hesaplamak
i¢in esit aralikll noktalar segmek zorunlulugu yoktur. [a,b] araligindan rasgele
secilm NNV tane nokta da kullanarak ortalama deger hesaplanabilir. Monte Carlo
yontemi ile integral almanin temeli burada yatmaktadir.

Genel olarak MC yontemi ile diigiik boyutlarda integral almanin sagladig: fa-
zla bir avantaj yoktur. Bu yontemin asil giicii boyut arttikca ortaya ¢ikmaktadir.
Daha sonra yapilacaklara hazirhik igin denklem (4.6)1 biraz degisik bir bi¢imde
yazilabilir. Alan iki boyutlu hacim gibi diisiiniilebilir ve bu durum V® = A
olarak gosterilebilir. Benzer sekilde (b — a) uzunlugu bir boyutlu hacim gibi
diisiiniilebilir ve benzer gekilde bu durum V) = (b — a) olarak gosterilebilir.
Yeni gosterim bigimi kullamlarak (4.6) denklemi tekrar yazilirsa

VO =y < f> (4.7)

elde edilir. Burada < f > fonksiyonunun ortalama degerini temsil etmektedir.
Iki boyutta integral hesaplamak i¢in z = f(z,y) fonksiyonu verilmig ol-
sun. Bu durumda zy diizleminde segilen her (g, yo) noktasina kargihk gelen bir

f(z0,y0) noktast vardir. Fonksiyon ile zy diizlemi arasinda kalan hacim V(%)
N, Ny
Ve = ZZf(xi,yj)AmAy (4.8)
— i=1j=1

olarak yazilabilir. Burada z yoniinda integral alinan bolge N, esit araliga,
benzer gekilde y yonii ise Ny, esit araliga boliinmiistiir. Boylece

_ (by — az) _ (by —ay)
Az = 7]\% Ay = 7]\@ (4.9)

olmak iizere yukaridaki denklem

Na N,
V® = (b, — ay) (b, — (Zi:lzf:lf(mi’yj) > 410

—_—

olarak yazilabilir. Burada (b, —a,)(by —a,) terimi fonksiyonun tanimlandigy iki
boyutlu bélgenin alanini, sag taraftaki ikinci terim ise N, N, tane noktada hesa-
planan f(z,y) fonksiyonunun ortalama degerini verir. Bu son durum sembolik

olarak
VO =v® < f(z,y) > (4.11)

_—
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seklinde gosterilebilir.
Yukarida bir ve iki boyutlu durum igin gosterilenler M boyuta
genellestirilirse

ZNI, NZ, ...Z{VMi f(l‘i,l‘i,...,l‘i )
V(M+1) = (by— Bo— (b — i1=1 ia=1 iv=1 1 2 M
(br=a1)(b2=02).. - (b —am) NNy N
(4.12)
elde edilir ve sonug sembolik olarak
YA — (M) s (4.13)

—

seklinde yazilabilir.

ORNEK 4.1 Birim Cemberin Alam %
2?2 +y? = R? = 1 denklemi ile verilen birim cember icinde kalan bélgenin

alani rasgele sayilar kullanilarak bulunabilir. Alan A = 7R? = 7 oldugundan bu /?

problemin sonucu ayni zamanda 7 sayisinin yaklagik bir degerini bulmak icinde
kullanilabilir. Bu problem iki tiirlii ¢oziilebilir.

a) Birinci durumda yukarida anlatilan yontem uygulanarak y = f(z) =
v/1 — 22 fonksiyonunun ortalama degeri bulunarak birim ¢emberin alan1 bulun-
abilir. Bunun igin [0,1] arahgindan bir rasgele r sayis1 secilir. Bu say1 kul-
lanilarak y = f(r) hesaplanir. Bu iglem yeterince defa tekrarlanarak f’nin
ortalama degerinden alan bulunmug olur. Bu y6ntemin algoritmas: agagida ver-
ilmistir.

Algoritma 4.1 Monte Carlo metodu ile integral alma:

0. Yeterince biyik bir N sayisi se¢; fonksiyonun toplam degerini ve
sayag indising sifirla, ftop=10,i=0

1. [0,1] arabigindan bir r rasgele sayisi se¢ ve sayacy bir artir, i =i+ 1

2. Fonksiyon degerini ve toplamu hesapla, f = /1 — 12, ftop = ftop+ [

3. i < N ise (1)’git, degilse sonucu yaz: A=4(1-0) < f >= 4ft—1\‘;p

Bu algoritmayi kullanarak birim gemberin alanini bulan RASINT1.FOR pro-
grami Ek-E’de verilmigtir. Ayrica bu béliimiin sonundaki Labaratuar Saati-IV’e
bakiniz.

b) Diger yontemde ise rasgele sayilarin diizgiin dagilimindan faydalanilarak
islem yapilabilir. Bu yontemde [0,1] araligindan r, ve r, gibi iki rasgele say1
secilir. Bu sayilarin bir noktanin sirasi ile « ve y yoniindeki koordinatlarini tem-
sil ettigini kabul edelim. Eger 2 +r7 < 1 ise bu iki saymmn temsil ettigi (r,,,)
noktasi birim g¢ember igindedir, degilse birim cemberin digindadir. Rasgele
sayilarin diizgiin olarak dagildigi kabul edilirse, cember icinde kalan sayilarin
toplam sayiya orani birim ¢emberin alani ile orantili olmalidir. Bu nedenle bu
deney N defa tekrarlanir ve Ny tane rasgele say1 ¢ifti r2 + 7‘5 < 1 esitligini
sagliyorsa birim dairenin alam A = 4% olacaktir. Bu yontemin bir algoritmasi
asagida verilmigtir.

Algoritma 4.2 Monte Carlo metodu ile integral alma:

0. Yeterince buyik bir N sayist se¢; birim cember i¢inde ve diginda
kalan noktalarn sayag¢ indisini sifirla, Ny =0, No =0
1. [0,1] aralwgindan r, ve ry rasgele sayilarine seg,
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2. 12+ 12 <1 ise Ny = Ny + 1 degilse Ny = Np + 1
3. (N1 + N3) < N ise (1)git, degilse sonucu yaz: A =45%

Bu algoritmay kullanarak birim gemberin alanini bulan RASINT2.FOR. pro-
grami Ek-E’de verilmigtir. Ayrica bu boliimiin sonundaki Labaratuar Saati-IV’e
bakiniz.

4.5 Metropolis Algoritmasi

Metropolis algoritmasinin 1953 yilinda énerilmesinden[4] bu yana sadece algorit-
manin asil 6nerildigi problemler degil baska bir ¢ok problemin ¢6ziimiinde kul-
lanilmigtir. Bunun nedeni algoritmanin basit ve kolay uygulanabilir olmasidir.

Metropolis algoritmasi temel olarak termodinamik dengede olan sistemler
icin Onerilmistir. Termodinamik dengede olan bir sistemi gbz Oniine alalim.
Bu sistemin girebilecegi E; (i = 1,2,...N) N tane durum varsa, sistemin es

boliigiim fonksiyonul[5]
N
—7 Z= Ze*ﬁEi <——— (4.14)
i=1

\

ile verilir. Burada kp Boltzmann sabiti ve T mutlak sicaklik olmak tzere
B = 1/kpT’dir. Yukaridaki toplam alinabilecek enerji degerleri tizerinden degil,
girilebilecek biitiin durumlar tizerinden olmalidir. Eg boliigiim fonksiyonunun
bilinmesi durumunda sistem ile ilgili diger termodinamik degiskenlerde bulun-
abilir. Ornegin sistemin ortalama enerjisi < E >

Zil EiePE: _ Zf\; Eie PFi
ZN —BE; A

i=1¢

< E>= (4.15)

ile verilir. Benzer gekilde sistemin FE; enerjili bir durumda bulunma olasilig
P; = P(E;)

(4.16)

ile verilir.

4.6 Bir Boyutlu Ising Modeli

ORNEK 4.2 Manyetik Alan I¢indeki 1/2 Spinli bir Parcacik

1/2 spinli, manyetik momenti p olan bir parcacik géz ondine alalvm. Par¢acik
z-yoniunde duzgin bir B manyetik alans icinde bulunsun. Manyetik moment an-
cak £u degerlerini alabilir. Bu nedenle sistemin girebilecegi sadece iki durum
vardwr: Spin manyetik momnetinin B manyetik alany ile ayni yonli oldugu du-
rum ile ters yonli oldugu durum.

Sistemin enerjisi moment manyetik alan ile aynt yonli ise

Ei=—pu-B=—uB (4.17)

ters yonli ise
Ey=—p-B=uB (4.18)
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olacaktir. Boylece es bélisim fonksiyonu

#B (4.19)

2
= ;e*ﬁEi = e B1/kpT | o= E2/kpT _ 2COSh(k:BT

olur. Bu sistemin Fy ve Eo enerjili durumlarda bulunma olasiliklar: ile sitemin
ortalama enerjisi sirasy ile

1 1
P(Ey) = Ee_El/kBTZZe“B/kBT

1 1
PE) = Ee_EQ/kBT:Ee_“B/kBT (4.20)

2
<bBE> = Z [ pBetB/kET o\ Be=nB/kpT]
= —pBtanh
uB tanh ()

olacaktir. Burada da goruldigu gibi pargacigin manyetik momentinin manyetik
alan yonine dogru yonelme olasihigr daha yiksektir. Bu yonelim varolan iki
olast durumdan daha diisik enerjili duruma karsihk gelir.

Simdi Metropolis algoritmasini elde edelim. Sistemimizin baglangigta bir 4
halinde bulundugunu ve daha sonra bir jhaline (durumuna) gegtigini varsayalim.
Bir 6nceki 6rnekte incelenen bir parcacikli sistem gz Oniine alinacak olursa,
1 parcacigin momentinin yukari dogru oldugu, j ise parcacigin momentinin
agagl dogru oldugu durum olarak diiiniilebilir. P; sistemin ¢ halinde bulunma
olasihg1 ve W;_,; i halinde bulunan sistemin birim zamanda j haline ge¢cme orani
olmak iizere anilan gegisg olaymin (birim zamanda) meydana gelme olasilig:

PWi_,; (4.21)

olarak yazilabilir. Termodinamik denge altinda 7’den jye ge¢me olayimin esit
bir j’den ¢'ye ge¢me olay1 ile dengelenmesi gerekir. ('detailed balance’ veya ’law
of mass action’) Bu nedenle denge durumunda

PWi_; = PiW,_; (4.22)
olmahdir. Denklem (4.16) kullanilarak olasiliklarin orani

Wisi P _(E,—E)/ksT
T/ e \ > (4.23)

olarak elde edilebilir. Dikkat edilirse bu denklemde egbdliigiim fonksiyonu
tamamen elenmigtir. Denklemin sag tarafi ise esbdliigiim fonksiyonuna gore
gogunlukla daha kolay hesaplanabilen bir biiytikliiktiir. Bu 6zelliklerinden dolay:
metropolis algortimasi hem kullanighh hemde programlamas: asagida goriilecegi
gibi basittir.

Burada 6nemli olan P; olasilik dagilima uyan bir durumlar (haller) kiimesi
elde etmektir. Metropolis algoritmasinda onerilen yontem W;_,;’lerin agagidaki
gibi secilmesidir.

1 E; < E; ise

g L\ 1_”{6(E —E:)/ksT E>Else
\J @

(4.24)

-
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VS Yukarida verilen denkleme gére sistemin bir ¢ halinden bir j haline ge¢me
\ olayimin secimi su sekilde yapilir: g a \_ﬂ

a) Sistemin ¢ durumundaki enerjisi F; ve gegig yapacag j durumunda alacag
A E; enerjisi hesaplanir.
/ l/ \ b) Eger E; < E; ise gecise izin verilir ve sistem yeni j durumuna sokulur
c) Eger E; > E; ise gegige e~ (Bi=E)/ksT olasilig ile izin verilir. Bu adin F ey
) pratikte gergeklegtirmek icin [0,1] araligindan bir r rasgele sayisi segilir.
r < e (Bi—E)/ksT jge gecige izin verilir ve sistem j durumuna sokulur, d¢gilse
d J sistem 7 halinde kalir.

—Q, r 9 0 1K Yukarida verilen (a-c) adimlar1 Metropolis algoritmasinin temelini olugtyrur.
Bu algoritma sadece termodinamik sistemlere degil degisik bir ¢ok sisteme uygu- P X, qQ

lanmigtir. Bu gibi durumlarda sicakligin belirgin bir anlami yoktur ve problene A %

sadece bir parametre olarak girer. Bu sistemlerde enerji yerine ’amag fonksiy- //

onu’ (objective function) denilen ve gézoniine alinan sistemin &zelliklerine gére
minimuma gitmesi gereken bir fonksiyon kullanilir. Ornegin belirli sayidaki sehri
aym gehri iki defa ziyaret etmemek garti ile dolagan gezici-satic1 (gergi) proble- ‘ M % \
minde sistemin amag fonksiyonu ziyaret edilen sehirler arasindaki uzakliklarin
toplamidir. Problem bu uzakligin en az olmasi i¢in merkezlerin hangi sirada
ziyaret edilmesi gerektigini bulmaktir.
Baglangictaki sistem termodinamik dengede degilse bile dengeye ulagma
yoniinde yapilan hareketler daha sik olarak kabul edileceginden, sistem dengeye
ulagacaktir. Bu nedenle Metropolis algoritmasi dengeden uzak sistemler i¢inde
kullanilarak bunlarin dengeye ulagma siireci ve denge durumunda ulagacaklari
son durum incelenebilir. Ornegin diisiik sicakliklarda bir sistemin gidebilecegi
durum bilinmek isteniyorsa, bir yiiksek sicaklik durumundan baglanarak sicaklik AN
adim adim azaltilarak sistemin gidecegi son durum bulunabilir. Burada her
adimda segilen sicaklik degerinde sistemin dengeye ulagmasi saglanmali, daha

] sw

sonra sicaklik azaltilmalidir. Sicaklikta yapilan degisiklikler ¢ok biiyiik olma- ©
malidir.
Son olarak herhangi bir sistem i¢in kullanilabilecek Metropolis Algoritmasi \\
asagida verilmistir: [\
Algoritma 4.3 Metropolis Algoritmasu: C e_( (_\'\
0. Sistem i¢in bir baslangic durumu se¢. Bu bilinen veya rasgele segilen 1
bir durum olabilir. Monte Carlo advm sayist i¢in yeterince biyik bir N sayist ? T“D\_,;_Q m.L

se¢ ve sayaci sifirla, i = 0.

1. Sistemin enerjisini hesapla, FE;;; ve sayact artir, i=i+1

2. Sistemin herhangi bir parametresini degistirerek (ornegin rasgele
segilen bir parcacigin rasgele segilen baska bir yere tasginmase gibi) son ener-
Jiyi hesapla, Eson

3. a) Eger Eson < Ey ise yeni durumu kabul et.

b) Ejer Eson > Eur ise [0,1] araliinda bir v rasgele sayisi se¢ ve
r < e~ Boon=Eur)/kBT jse yeni durumu kabul et, dejilse sistem ilk durumunda
kalsin.

4. Gerekli termodinamik biyiklikleri hesapla.

5. 1 < N ise (1)’git, degilse sonuglar yazdur. L - ?

ORNEK 4.3 Bir Boyutlu Ising Modeli:

1/2 spinli, her birinin manyetik momenti p = +1 olan yerlerinde sabit
N tane parcacik géz oniune alalim. En yakin komsu etkilesme enerjileri, J an \Kl > d JL’“
etkilesme giddeti olmak tizere —J ;i1 olacaktir. J pozitif veya megatif bir |
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sabittir. Periyodik sinr sartlary (u1 = pn41) kullanarak rasgele bir yonelimle
baslayan bir sistemin son durumunu J nin pozitif ve negatif degerleri icin bu-
lunuz.  Ayrica sistemin son durumunun J/kgT oranina nasil bagl oldugunu
aragtirinaz.  Sonuglarimize yukary (asagi) yonelmis spinlerin sayist ny'’i (ng)
Monte Carlo advm sayisinan bir fonksiyonu olarak ¢izerek gosteriniz.

Bu problemin ¢ézimi i¢in kullaniacak algoritma asagidaki gibi olabilir:

Algoritma 4.4 Bir Byutlu Ising Modeli i¢in Metropolis Algoritmass:

0. Rasgele yonelimli N tane spin se¢. Bunu yapmak i¢in [0,1]
araligindan rasgele bir v sayise seg, ejer r < 0.5 ise spin yukarr (u = +1),
r > 0.5 ise spin asagr (n = —1) durumunu se¢. Bunu biitin parcaciklar igin
tekrarla. Sayaci sifirla, is = 0 ve toplam Monte Carlo adim saysine (Nmce)
belirle.

1. Sistemin toplam enerjisini hesapla, By, = —J Zfil Willi+1 Ve sayac
artir, 1s =15+ 1.

2. Rasgele bir parcacik se¢ ve bu parcacigin spin yonelimini ters cevir.
Yeni durum i¢in sistemin toplam enerjisini hesapla.

3. a) Eson < Eyy ise yeni durumu kabul et.

b) Eson > Eyu ise [0,1] aralbigindan bir r rasgele saypst se¢. r <
e~ (Bson=Eur)/kBT jse yeni durumu kabul et, degilse sistemin eski durumuna
don.

BU algoritmanin uygulandigi RASMET1.FOR programi Ek-E’de verilmigtir.

4.7 Labaratuar Saati-IV

Bu béliim ile ilgili programlar Ek-E’de verilmigtir.

> 1. RAS1.FOR programinda kullanilan rasgele say: iireteclerinden biri RND

adli bir alt programdir. Bu alt program incelendiginde a = 1027, ¢ = 0 ve
m = 1048576 oldugu goriilecektir. Dikkat edilirse a * m = 1076887552 ¢arpimi
32-bitlik bir makinede tam olarak temsil edilebilecek bir tam say1 olan 23! =
2147483648’ nin ancak yaris1 kadardir. Burada rasgele say1 iiretecinin periyotu
m oldukca digiiktiir.

Rasgele say1 iireteclerinin periyotunu artirmanin bir yolu Schrage algorit-
masin1 kullanmaktir. ”Numerical Recipes[3]”de verildigi i¢gin buraya alinmayan
RANO rasgele say1 tireteci Schrage algoritmasini kullanarak Park ve Miller
tarafindan onerilen ”minimal standart”: kullanan bir alt programdir. Bu alt
program size verilen RAS1 programi i¢inde ¢agrilmaktadir. RANO1n periyotu
231 — 2 ~ 2.1 x 10° kadardr.

Ag komgulugundan RAS1 ve RAS2 programlarini aliniz. Her iki programda
da RND, RANO, RAN1, RAN2, RAN3 ve RAN4 olmak {izere alt1 tane rasgele
say1 uUreten alt fonksiyon verilmigtir. Kullanici bunlardan bir tanesini segebilir.

1.a RAS1 programimi ¢aligtirmz. Bu alt programlarin hepsini ayr1 ayri
secerek her rasgele say1 iireteci icin Sekil 4.4’dekine benzer grafikler ¢iziniz.

1.b RAS2 programini galigtiriniz. Rasgele say1 iireten alt programlarin hep-
sini ayr1 ayr1 segerek her rasgele say: tireteci igin Sekil 4.5’dekine benzer grafikler
¢iziniz.

Yukarida elde edilen grafikelerden faydalanarak hangi iiretecin daha iyi
oldugunu soyleyebilir misiniz?

2. Daha once de belirtildigi gibi rasgele say1 iireteclerinin bir sorunu da
iiretilen sayilarin belirli bir bagimliliga sahip olmalaridir, yani I; nci rasgele say1
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4.8 ALISTIRMA SORULARI

ile I, nc1 rasgele say1 arasinda belirli bir korelasyonun bulunmasidir. Ornegin
1.’de bahsedilen RND alt programinin boyle bir sorunu bulunmaktadir. Bir
program yazarak bu say1 tireteci igin k sayisin1 bulunuz. Verilen bir k sayisi igin,
r; nci rasgele say1 ile r;4 nci say1 karsilikli ¢izilirse bagimlugin olup olmadigi
kontrol edilebilir. Bagimlilik varsa Sekil 4.3’dekine benzer bir sonug elde edilmesi
gerekir.

3. Ag komsulugundan RASINT1 ve RASINT2 programlarimi alimiz. Bu
programlar birim ¢emberin alanim bulmak {izerésirast ile Ornek 4.1’de anlatilan
birinci ve ikinci yontemlerin algoritmalar: kullanilarak yazilmigtir. Programlar:
once inceleyiniz daha sonra derleyip caligtiriniz.

4. Ag komsgulugundan RASINT3 programim aliniz. Bu program birim
kiirenin hacmini bulmak tizere yazilmigtir. once programi inceleyiniz daha sonra
derleyip caligtiriniz.

5. Ag komgulugundan RASMET1 programim almz. Bu program bir
boyutlu Ising modelini cozmek iizere Ornek 4.x’de verilen algoritma kullamlarak
yazilmigtir. Bu programi 6nce inceleyiniz, daha sonra derleyip caligtiriniz.

a) J/kpT nin pozitif degerleri igin bu programi ¢alhigtirarak veri elde ediniz.
J/kpT igin 0.5, 1., 1.5, 2.0 ve 5.0 degerlerini kullanabilirsiniz. Yukar1 dogru
yonelmis spinlerin sayisinin MC adim sayisinin bir fonksiyonu olarak grafigini
giziniz. Ne elde ettiniz ve sonuglar J/kpT degerine nasil bagh?

b) (a)’y1 J/kpT nin negatif degerleri i¢in tekrar ediniz.

4.8 ALISTIRMA SORULARI
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Bolum 5

LiNEER DENKLEM
SISTEMLERININ COZUMU

Bu boliimde lineer denklem sistemlerinin ¢éziimii konusunda bazi 6n bilgiler
verilecektir. Gauss yoketme yontemi ve temel olarak ona dayal gelistirilen
yontemlerden bahsedilecektir.

5.1 Giris

En genel haliyle n bilinmeyenli m tane lineer (dogrusal) denklemden olugan bir
denklem sistemi agagidaki gibi yazilabilir.

anrr + a2 + ... + a, = b
ao1x1 + axpr2 + ... + a = by

(5.1)
Am1T1 + am2r2 + ... + Qmnp = bm

Bu denklemlerde a;;’ler ve b;’ler bilinen sabitler, x;’ler ise bilinmeyenlerdir. Bu
denklem sistemi matris ve vektorler kullanilarak

z1 by
ail a12 . . . A1n b

X2 2
a1 a2 . . . Q2p

= ' (5.2)
Tn—1 bmfl

Am1 Am2 . . . Amn b

xn m

seklinde yazilabilir. Burada katysayilardan olugan matrise A, sag tarafta bilinen
b; sabitlerinden olusan vektore b ve z; bilinmeyenlerinden olugan vektore x
diyelim. Boylece yukarida verilen denklem sistemi kisa ve 6zlii olarak

Ax=b (5.3)

seklinde temsil edilebilir.

Yukarida verilen lineer denklem sisteminin ¢6ziimiinin (varsa) biitiin
ozelliklerinin hemen hepsi A matrisinin 6zelliklerinde toplanmistir. Burada iig
farkli durum ortaya cikabilir.
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e Bilinmeyen sayis1 denklem sayisindan fazla ise (n > m), denklem sis-
teminin tek bir ¢6zliim kiimesi yoktur. Cozliim kiimesi n — m tane keyfi
parametreye bagh olacaktir ve bu nedenle sonsuz tane ¢oziim vardir.

e Denklem sayis1 bilinmeyen sayisindan fazla ise (n < m), bazi denklemler
gereksizdir, yani baz1 denklemler digerlerinin lineer kombinasyonlarindan
olusmus demektir. Ancak m — n tane denklem lineer bagimsiz olabilir.

e Denklem sayisi ile bilinmeyen sayisi esit ise (n = m) verilen bir b vektori
icin denklem sisteminin bir tek ¢6ziim kiimesinin olmasi igin gerekli ve
yeterli sart A matrisinin tersinin olmasidir. A matrisinin tersi ancak ve
ancak matrisin determinant1 (detA) sifirdan farkl ise vardir.

Bu andan itibaren sadece denklem sayisi ile bilinmeyen sayisinin esit oldugu
(n =m) durum gozoniine alinacaktir.

Lineer denklem sistemlerini ¢ozme yontemleri genel olarak iki ayri gruba
aypilabilir, dogrudan ve iteratif (yineleme) metotlari.

/? Dogrudan Metotlar: Bu metotlarda yapilan iglemlerde yuvarlama veya
bagka hatalarin olmamas: durumunda kesin sonucun sonlu sayida yapilan ar-
itmetik iglemlerden sonra bulunmasi gerekir. Fakat bilgisayarlar her zaman
sonlu hassasiyetle iglem yaptiklarindan dolay1r dogrudan metotlar gogunlukla
kesin (analitik) sonuglar vermez. Hatta bazi durumlarda yuvarlama hatalar,
kararsizlik ve hassasiyet kaybi nedeniyle ¢6ziime bulagan hatalar nedeniyle elde
edilen sonug ¢ok kotii veya kullanmilamaz halde olabilir. Dog/rudan ¢oziimler
i¢in en ¢ok kullanilan yontem Gauss Yoketme Yontemidir.

s teratif (yineleme) Yontemler: Bu yontemlerde bagta kabul edilen
yaklagik bir ¢ozlim, uygun algoritmlarla adim adim iyilestirilir. iyi1e§tirmeye
pes pese gelen ¢oztimler arasindaki fark kullanici tarafindan belirlenen belirli bir
hata payindan az olana kadar kadar devam edilir (miimkiinse). Bu yéntemlerde
sonuca yakinsama c¢ok yavag veya hi¢ olmayabilir. Bazi durumlarda ise irak-
sayabilir. Bu yontemlerin programlanmasi daha basit ve ¢ogunlukla yuvarlama
hatalarindan ¢ok etkilenmezler.

Bu yontemlerden hangisinin  kullanilacagina ¢oziilecek  problemin
ozelliklerine, bilinmeyen sayisina, eldeki bilgisayar olanaklarina gore karar
verilir.

5.2 Gauss Yoketme Metodu

Bu yo6ntemin nasil igledigini gérmek ic¢in kolaylik olsun diye sadece ii¢ bilin-
meyenli agagidaki denklem sisteminin ¢oziim kiimesinin arandigini varsayalim.

anzr + apr2 + aizrz = by
axr1 + azrz + a3ry = by (5.4)
a3y + azer2 + azzrz = b3

(5.4)’de verilen denklem sisteminin Gauss yontemine gore ¢oziimii iki
agamadan olusur. Birincisi ileriye dogru yerine koyma ve ¢6ziimii veren son
asama ise geriye dogru yerine koyma olarak bilinir. Simdi bu agsamalar: adim
adim gorelim.

ileriye Dogru Yerine Koyma:


Berrin
Pencil

Berrin
Pencil


5.2 Gauss Yoketme Metodu 93

1) Ik adimda birinci denklemden z; ¢oOziiliir ve bu ¢oziim ikinci ve iictincii
denklemlerde yerine yazilir. a7 # 0 oldugu kabul edilerek z; igin ¢Oziim
yapilirsa

rp = — — —Tyg — —X3 (55)
elde edilir. x1’in degeri diger iki denklemde yerine konur ve denklemler yeniden

diizenlenirse, x; ikinci ve tiglincii denklemden elenmis olur. Elde edilen denklem
kiimesinin son hali

a11x1 + apry + aizry = b
a%) To + a%)xg = bgl) (5.6)
aglg)xg + a%)xg = bél)

olacaktir. Burada az(-Jl-) ile gosterilen yeni katsayilarin ve bgl) ile gosterilen yeni

sag taraf elemanlarimin degerleri i¢in Alstirma Sorular: béliimiine bakiniz.

it) Simdi (5.6)’daki denklem sisteminde, ikinci denklemde a(212) # 0 kabul
edilir ve x5 icin ¢oziim yapilir ve bu deger iigiincii denklemde yerine konursa
lineer denklem sisteminin son hali

a11z1 + aip2r2 + aizrz = b
aélg)xg + aé?xg = bél) (5.7)
ag?xg = béz)

olur. a%) ve b:(f) degerleri daha oncekiler gibi bulunabilir. Bu iglemler okuyu-
cuya 6dev olarak birakilmigtir. (5.7) lineer denklem sistemine kargilik gelen
matris denklemi

ai;p a1z a3 T b1
0 a%) a%) zo | = bgl) (5.8)
0 0 af 3 by

olacaktir. Dikkat edilirse katsayr matrisinin biitiin alt kogegen elemanlar:
sifirdir.  Burada aé? katsayisinin da sifirdan farkli oldugunu varsayiyoruz.
(Kogegen elemanlarinin sifir olmasi durumunda yapilmasi gerekenler {izerinde
agagida durulacaktir). Lineer denklem sistemlerini ¢6zmek iizere katsayi
matrisinin iist kogegen matrisine doniigtiirilmesi ¢éziim yolunda katedilmis
onemli bir adimdir. Bu agsamadan sonra lineer denklem sisteminin ¢oziilmesi

¢ok daha kolaydir.

Geriye Dogru Yerine Koyma:

(5.7) denkleminde kolayca goriildiigii gibi tiglincii denklemden z3 hemen bu-
lunabilir. Buradan z3 = b§2)/ ag? olacaktir. Bu deger ikinci denklemde yerine
konursa, buradan x5 igin ¢oziim yapilabilir. Bulunan x5 ve x3 degerleri birinci
denklemde yerine yazilirsa x1’in degeri bulunmug olur. Burada sondan geriye
dogru ¢oziim yaparak en basa déndiigiimiiz igin bu iglemler geriye dogru yerine
koyma olarak bilinir.

Burada anlatilan ileriye dogru yerine koyma yoluyla denklem sistemini
ist kosegen haline dontustiirme iglemi aslinda birazdan gorecegimiz satir
operasyonlarimin denklemler veya denklem sistemine karsilik gelen matris
tizerinde kullamilmasindan bagka bir gey degildir. (5.1) veya (5.4)’de verilen
denklem sistemleri asagida verilen satir operasyonlarina istenildigi kadar tabi
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tutuldugunda ortaya cikan yeni denklem sisteminin ¢6ziimii verilen orijinal
denklem sisteminin ¢oziimii ile aynidir.

Satir operasyonlari:

~) Bir denklemin sifirdan farkli bir skaler ile ¢arpimu,

it-) Bir denklemin bir skaler ile carpiminin bagka bir denkleme eklenmesi, ve

i1i-) Iki denklemin yerlerinin degistirilmesi.

Satir operasyonlar: denklem sistemine oldugu gibi uygulanabilir. Sag taraf
vektoriiniin katsay1 matrisine onun son kolonu olacak sekilde eklenmesi ile elde
edilen matrise uzatilmig katsay1 matrisi denir ve A, ile gosterilir. Satir operasy-
onlar1 A, matrisine de uygulanabilir. Satir operasyonlarimin uygulanmasindan
sonra ortaya c¢ikan matris A, matrisi ile ayni degildir, bu matrisler egdeger
matrisler olarak bilinir. Fakat esdeger matrislere karsilik gelen lineer denklem
sistemlerinin ¢éziim kiimeleri ise aymdir. (5.4)’de verilen denklem sisteminin
uzatilmig matrisi

a1l aiz2 a13 by
Ay=| a1 az a3 | b (5.9)
a1 azz asz | b3

olur.

Simdi (5.9)’da verilen uzatilmig matrise kogegen alt1 elemanlarimi sifir ya-
pacak sekilde satir operasyonlarini uygulayalim. Once birinci satir (yani bir-
inci denklemi) az; /a1y ile carpip ikinci satirdan (ikinci denklemden) gikartalim.
Benzer sgekilde birinci satir1 agy /a;; ile garpip ligiinci satirdan gikartalim. Elde
edilen matrisin (denklemin) son hali

ail a12 ais by

Ay~ 0 az—()az ags — ()az | by — (22)hy (5.10)

a1 a1l aili
0 asz— (§)arz ass — (§2)ars | by — (52)h
aiy a2 a3 by
= 0 a%) a%) bgl) (5.11)
(1)

1 1
0 aéz) és) bs

olur. Bu matrisin ikinci satir1 benzer sekilde aég /aglz) ile carpilip tgiincii
satirdan gikartilirsa

a1 a2 a3 | b
Ay~ | 0 afy) ol | bV (5.12)
0 0 g@} by

elde edilir. agg) ve ng) degerlerinin bulunmas1 o6dev olarak okuyucuya
birakilmigtir. Bu son matris denkleminde kogegen elemanlar: sifirdan farkli ve
kogegen alti elemanlarinin hepsi sifirdir, yani katsayr matrisi bir iist-kogegen
matrisi haline doniigtiirilmiigtiir. Daha 6nce oldugu gibi énce x3 igin ¢oziim
yapilir ve geriye dogru yerine koyma ile sirasi ile x5 ve x7 kolaylikla bulunabilir.
Buradaki islemlerde de a;1, a22) ve a( )
kabul ediyoruz.

elemanlarinin sifirdan farkli oldugunu

ORNEK 5.1 Asagida verilen denklem sistemini Gauss yoketme metodu
ile ¢oziiniz.
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2.%1 + 31’2 — Irs = 5
dr1 + 39 — 3x3 = 3 (5.13)
—2x1 4+ 3xy — r3 = 1
Verilen denklem sistemine kargilik gelen uzatilmig matris
2 3 -1 5
A, = 4 4 -3 3 (5.14)
-2 3 -1 1

olacaktir. Bu matrisi diyagonal elemanl
list-kogegen matrisi haline getirmemiz ge

birinci satiri -2 ile cgarpip ikinci sata

ari sifir olmayan
rekiyor. Bu amagla
ra, birinci satairi 1 ile

garpip liglinci satira ekleyelim. Sonug
2 3 -1 5
Ay~ |0 =2 -1 -7 (5.15)
0 6 —2 6
olacaktir. Bu matrisin ikinci satiri 3 ile garpilip iglincii
satira eklenirse egedeger matrisi
2 3 -1 )
Ay~ |0 -2 -1 -7 (5.16)
0 0 -5 —15
olur. Bu sisteme kargilik gelen lineer denklem seti ise
201 + 3z — r3 = 5
— 2332 — r3 = -7 (517)
- 5333 = -—15
olur. Once z3 igin ¢dziim yapilirsa x3 = 15/5 = 3 elde edilir. Bu
deger ikinci denklemde yerine yazilirsa z3 = —2 bulunur. z3 ve

r3 birinci denklemde kullanilirsa x1 =7

olur.

5.3 Pivot

Gauss yoketme metodu anlatilirken kogegen
oldugunu varsaymigtik.

elemanlarmin sifirdan farkh

Fakat bu varsayim her denklem sistemi igin

saglanmayabilir. Agagidaki érnegi gézoniine alalim.

ORNEK 5.2 Verilen denklem sisteminin ¢oziimiinii Gauss yoektme metodunu

kullanarak bulunuz.

T2 + I3 = ].
T, + x = 1
C6zim: Bu denkleme karsilik gelen uzatilmis matris denklemsi
01 1] 1
Ay,=|11 0 1] 1 (5.19)
1 1 0|1
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olacaktir. Bu matrisin kdsegen elemanlarinin hepsi sifirdir. Gauss yoketme
kuralina gore ¢ozum yapmak icin katsayr matrisinin alt kosegen elemanlaring
stfirlamamaz gerekir. Birinci satur kullanarak ikinci ve ti¢tunct satirlarn ilk ele-
manlarim sifirlayamaynz. Bu durumdan kurtulmak icin birinci ve ikinci satirlars
yer degistirelim. Elde edilen matris

10 1] 1
Ay~ |0 1 1|1 (5.20)
11011

olacaktir. Bu matrisin birinci satiry -1 ile carpilip tctnct satira eklenir ve
ortaya ¢ikan matrisin ikinci satiry yine -1 ile carpilr ve tctinct satira eklenirse
sonu¢ olarak

1 0 1 1
Ay,=1[0 1 1 1 (5.21)
00 —2| -1
elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziminin x1 = To = T3 = % olmast

gerektigi kolayca gosterilebilir.

En son 6rnekte oldugu gibi kogegen elemanlarinda sifir olmasi durumunda
denklemlerin yer degistirilerek sifir kogegen durumundan kurtulma olayina
‘pivot’ iglemi denir. Kullanilan denkleme ise ’'pivot denklemi’ denir.

Pivot iglemi sadece sifir kogegen elemanindan kurtulmak icin yapilmaz. Bir
birlerinden ¢ok biiyiik ve ¢ok kiiglik sayilarin toplanmas: (gikarilmasi) ile mey-
dana gelen hassasiyet kaybindan dolay1 ortaya ¢ikan sorunlari gidermek igin
de pivot iglemi kullanmilir. Genel kural katsayis1 mutlak olarak en biiyiik olan
denklemi pivot denklemi olarak kullanmaktir. Bunun igin denklemlerin yer
degigtirilmesinden kaynaklanan yeniden siralamanin takip edilmesi gerekir.

Kiigiik degerli kosegen elemanlarinin neden sorun yarattigini ve pivot
islemine neden gerek duyuldugunu gostermek icin daha once c¢ozdiigiimiiz
(5.4)’deki denklem sistemini yeniden gézoniine alalim. Bir satir operasyonundan
sonra bu sisteme kargilik gelen uzatilmig matrisin

aii a2 a3 by
Ay~ 0 agy— (§2)ara azs — (52 )aiz | b — (222)b (5.22)

1 1 1

0 asz— (§)arz azs — (§L)arz | by — (521)h

ISk
= =
ISks)
= =
SN
= =

-

olacag1 daha once gosterilmigti (denklem (5.10)). aj1’in ¢ok kiiglik, drnegin
1075, digerlerinin 1 mertebesinde oldugunu varsayahm. Bu durumda x’nin

yeni katsayisi
agy — a12% =1- 101_5 ~ —10°

olacaktir. Yani orijinal denklemdeki aso katsayisinin etkisi yok olacaktir. Bu
daha sonra yapilacak iglemlere de yansiyarak devam edecektir. Bu tip sorun-
larla karsilasmamak i¢in yapilan deneyler katsayisi en biiyiik denklemi kosegen
elemani1 olacak sekilde denklemlerin yeniden diizenlenmesinin en iyi ¢oziim
oldugunu géstermigtir. Pivot iglemine tabi tutmak {izere sadece satirlarin (ve
buna kargilik gelen sag taraf vektor elemanlarimin) yeniden diizenlenmesine
kismi pivot iglemi denir. Pivot iglemi hem satirlar hem siitunlar {izerinden
de yapilabilir. Eger stitunlar yeniden diizenlenmigse bu degisiklige karsilik
gelen degiskenlerinde sirasinin degigtirilmesi gerekir. Hem satir hem siitun
yer degistirmeleri ile yapilan igleme tam pivot denir. Tam pivot daha c¢ok




5.4 LU Carpanlarina Ayirma 97

islem gerektirdiginden, ¢ok daha iyi sonuclar vermesine ragmen ¢ogunlukla kul-
lanilmaz.

ORNEK 5.3 Asagida verilen lineer denklem sistemini a) pivot
iglemine tabi tutmadan ve b) kismi pivot islemine tabi tutarak
¢oziniiz. Islemlerinizi {i¢ haneli hassasiyet kullanarak yapiniz.
Elde ettiginiz ¢o6ziimleri bu denklem sisteminin ¢6ziimi olan z; = 10
ve 22 =1 ile karsilastiriniz.

3.78

0.005z1 + 3.73x2

0.457xy — 1.56z9 = 3.01 (5.23)
Goziim:
a) Bu denklem sisteminin uzatilmis matrisi
0.005 3.73 | 3.78
A = [ 0.457 —1.56 ’ 3.01 } (5.24)

olur. Kogegen alti elemalari sifirlamak igin birinci satira
0.457/0.005=91.4 ile garpip ikinci satirdan ¢ikartmamiz lazim.
Bu islemler belirtildigi gibi ii¢ haneli hassasiyet ile yapilirsa
egdeger matris

A, [ 0:005 3.73 3.78
b 0 —341—1.56 | —345+ 3.01

0.005 3.73 3.78
”[ 0 —343 ‘ 342] (5:25)
olur. Buradan z; = 342/343 = 0.997 olarak % 0.3 hata ile elde

edilir. Diger yanda z; = (3.78 — 3.73-0.997)/0.005 = 12 bulunur. Bu
ise gercgek degerden % 20 daha fazladir.

b) (5.24) denkleminde satirlar yer degistirilirse esgdeger
matris

0.457 —1.56 ’ 3.01} (5.26)

Ay = [ 0.005  3.73 | 3.78

olacaktir. Birinci satir 0.005/0.457 = 0.011 ile garpilip ikinci
denklemden ¢ikarilir ve islemler yine ii¢ haneli hassasiyetle
yapilirsa egdeger matrisi

0.457 —1.56 | 3.01
Ay = [ 0 3.7 ’ 3.75 } (5:27)
olur. Bilinmeyenler igin ¢6ziim yapilirsa z; = 10 ve 22 = 1

bulunur ve bunlar kesin ¢éziimler ile aynidir.

Son Ornekte goriildiigi gibi pivot iglemi uygulamadan Gauss yoketme meto-
dunu kullanmak ¢ok tehlikeli olabilir.

5.4 LU Carpanlarima Ayirma

Gauss yoketme metodunu uygulamanin yollarindan biri verilen katsay1 matrisini
alt ve st kogegen matris ¢arpanlarina ayirmaktir. A katsayir matrisinin

[ A=LU > (5.28)

A =J9L;
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seklinde yazilabildigini varsayalim. L alt kogegen, U ise iist kogegen bir matri-
stir.

L1y 0 O 0
L21 L22 0 O
L= 0 (5.29)
. . P 0
Ly Lo . . . . Ly,
U1 U2 . .. . Uln
0 U22 0. . . . Uon
u=| . 0 . . .. : (5.30)
. . . . . Un—1,n
0 0 .. .0 Unn
4x4 bir matris i¢in (5.28) denklemi agagidaki gibi olacaktir.
Uil U2 U3 Ul4 a1 a2 a13 0G4
U22 U223 U24 a21 Qa2 G23 (24

aszr Qg2 asz asq
a41 Q42 Q43 Q44
(5.31)

Daha sonra iizerinde durulacag: gibi genelde L matrisinin kogegen elemanlar
1’e esitlenir (normalize edilir). Bu durumda bu degerler zaten bilindiginden
onlar1 ayrica bir degiskende tutmaya gerek yoktur. Bu nedenle A matrisinin LU
carpanlarina ayrilmis hali tekrar A {izerine yazilarak hafiza ve yerden kazanilmig
olur.

(5.28)’de verilen lineer denklem sisteminin katsayr matrisinin LU
carpanlarma ayrilmis oldugunu kabul edelim. Bu durumda

U3z  U34

Ax=LUx=b (5.32)
yazilabilir. Ux=y olsun. Boylece bilinmeyen x ve y vektorleri i¢in

Ly = b
Ux =y (5.33)

denklemleri yazilabilir. Once birinci denklemden y’nin ¢oziilmesi ve bu ¢oziimiin
ikinci denklemde kullanilarak x’in ¢oziilmesi ile sistemin ¢oziim kiimesi elde
edilir.

L ve U matrislerinin bilinmesi durumunda y ve x bilinmeyen vektorleri
ileriye ve geriye yerine koyma ile bulunur. Ly=b denklemini ele alalim:

Lu 0 0 0 4 lb’l
Ly Lyp 0 0 v2 2
L= . . 0 - (5.34)
. . 0 ) ’
L L L Yn—1 bn—l
nl n2 nn Un bn

Buradan y; = b;/L;; olacagi agiktir. Diger bilinmeyenler ileriye dogru yerine
koyma ile bulunabilir. Ornegin ya = (ba— La1y1)/ Lo olacaktir. En genel haliyle
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¢Ozim

Y1 bi/L1

7j—1
yj = (b] _ZLjiyi)/ij7 ] :2,3,...,n (535)
i=1

ile verilir. L'nin kogegen elemanlariin 1’e esit olmasi durumunda L;; eleman-
larina bolmeye gerek olmaz. Yukarida verilen ileriye dogru yerine koyma ile y
vektoriiniin bulunmas idi.

Simdi de geriye dogru yerine koyma ile x vektoriintin bulunmasin gorelim.
Ux=y denklemini elemanlar ile yazalim:

X
U1 U12 . .. . Uln 33‘1 u
0 U2 0. . . . U2n, 2 Y2
u=| . 0 . . .. : ' = ' (5.36)
. . . . Un—1.n ’ ’
’ Tp—1 Yn—1
0 0 .o 0 upp v, Un

Bu son denklem Gauss yonteminde bilinmeyenlerin geriye dogru yerine koyma
yontemi ile bulunmasindan bagka bir gey degildir. Bu denklemden x,, = ¥, /tnn
olacagl agiktir. Geriye dogru bir adim gidilirse bir sonraki bilinmeyen z,_1 =
(Yn—1 — Un—1,nTn)/Un—1n—1 seklinde elde edilir. Bu durumun genellegtirilmesi
ile ¢oziim agagida verilen denklemlerden elde edilecektir.

.’Ej = (yjf Z u]‘il‘i)/’ll,jj, j:nfl,an,...,l (537)
i=j+1

(5.35) ve (5.37) denklemleri ashinda sirasi ile ileriye ve geriye dogru yerine
koyma yontemlerinin algoritmasini olugturur. Burada da farkedilmig olabilecegi
gibi LU faktorleri bir defa elde edildikten sonra ayni carpanlar degisik sag
taraf b vektorleri icin istenildigi kadar kullamlabilir. Bu Gauss ydnteminin
dogrudan kullamldigi durumdan farkhdir. Gauss yonteminde alt kogegen
elemanlar sifirlanirken ayni zamanda sag taraf vektorleri tizerindeki etkileride
hesaplaniyordu. Fakat LU faktorlerine ayirma sag taraf vektorlerinden tamam
bagimsiz olarak yapilabilir.

Carpanlarina Ayirma (Crout Algoritmasi):

Yukarida, verilen bir lineer denklem sisteminin katsayr matrisinin alt-iist
kogegen (LU) garpanlarma ayrilmig olmasi durumunda nasil goziilecegi goriildii.
Fakat LU carpanlarina nasil ayrilacag: tizerinde durulmadi. Asil sorun verilen
matrisi LU ¢arpanlarina ayirmaktir. Simdi bunun nasil yapilabilecegini gorelim.
(5.31) denkleminin ilk bir ka¢ terimini yazalim. Sol tarafta bulunan matris
carpimlari sag taraf elemanlarina birer birer esitlenerek birinci

Lijuin = an
Liyuia = aig

(5.38)

Llluln = Qin
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ikinci
Lyiuyy = ag
Lojuiz 4+ Logugs = a9

= (5.39)

a2n

Loruin + Lasugn
ve sonuncu (nci) satir elemanlarim veren denklemler

Lpjuin = any

Lypiuiz + Lpouzs = an2

= (5.40)

Lnluln + Ln2u2n +...+ Lnnunn QAnn
olarak elde edilecektir. Bu denklemler en genel haliyle
Lilulj +...+= Qi (541)

seklinde temsil edilebilirler.

5.5 Labaratuar Saati V <\2>

1. LIN1.FOR programinmi ag komsulugundan aliniz. Bu programda ”Numerical
Recipes” de(: albnan iki alt program kullanilmaktadir. Bunlardan birincisi

LUDCMP (A,N,NP,INDX,D) — >

alt programidir. Bu alt program Crout algoritmasini kullanarak verilen bir A
matrisini alt ve iist kogegen matrislerine doniistiirmektedir. Ayrica kismi pivot
islemide yapilmaktadir. Programin argiimanlarinin tanimlar1 soyledir.

GIRDILER:
> A: Kavramsal boyutlar1 (np x np), fiziksel boyutlar1 (n )xf\rz) olan lineer
denklem sisteminin katsayr matrisi.

N: A kare matrisinin fiziksel boyutlar:

NP: A kare matrisinin kavramsal boyutlar:
—7 INDX: A matrisindeki satir degisimlerini kaydeden ve daha sonra kul-

lanilacak olan N boyutlu bir vektor.

— D: A matrisindeki satir degigimleri sayis1 tek ise (-1), ¢ift ise (+1) degerini

alir. Ileride determinant hesaplama vb. iglerinde kullanilacaktir.
CIKTILAR: A: matrisinin igerigi daha sonra kullanilmak {izere alt ve iist
kosegen matrisleri 1le degistirilmektedir. A matrisinin orijinal hali daha s

gerekecek ise bagka Q?Z\{(orunmahdlr.
Kullayulan digey alt) prdgram ise
s e A \
LUBKSB(A,N,NP,INDX,B)

adi ile verilmigtir. Bu LIDCMP alt programinin ¢iktisini dogrudan kullanmak
iizere yazilmigtir. Crout algoxitmasinda ¢6ziim icin gereken ileriye ve geriye
dogru yerine koyma iglemlerini yapar. A, INDX ve D, LUDCMP alt programimin
giktilaridir, yani burada kullanilan A matrisi orijinal matris degil, onun alt ve tist
kogegen haline doniigtiirilmiig bicinli ile degistirilmig halidir. B ise lineer den-
klem sisteminin sag tarafini1 veren N\poyutlu vektérdiir. Program B vektortini

AN :bt
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¢Ozlim vektorii ile degigtirerek iade eder. B vektoriiniin orijinal hali daha sonra
kullanilacak ise bunun bagka bir yerde korunmasi gerekir.

Lineer bir denklem sistemini ¢bzmek igin bu iki programin cagrilma sirasi
agagidaki sekilde olmalidir.

(CALL LUDCMP (A,N,NP,INDX,D)
CALL LUBKSB(A,N,NP,INDX,B)

Eger aynm katsayr matrisi kullanilarak B1, B2, ... gibi birden fazla sag
taraf vektori igin ¢oziim yapilacaksa, LUDCMP alt programi sadece bir defa,
LUBKSB alt programi ise her sag taraf vektorii igin bir defa ¢agrilmalidir. Her
cagirma iglemi sirasinda uygun sag taraf vektori kullanilmalidar.

LIN1.FOR programi katsay1 matrisi ve sag taraf vektoriiniin/vektorlerinin
bir veri dosyasindan okunacagi varsayilarak yazilmigtir. Kare katsayr ma-
trisi oldugu gibi yazilmali, onu hemen takip eden satir ise sag taraf vektorleri
icermelidir. Ornegin

2e+y—2z =
—x4+2y+z = P (5.42)
rTry+z =
lineer denklem sistemi ¢oziilecekse veri dosyasinin igerigi asagidaki gibi ol-
malidir. N
2 1. -1 —>
ﬁ. . . . 2 l —_— |
-1, 020 1. — 5 N .
1.1, 1. —— '
1. 6. 6. | < (C

>

Buradz?qbirinci satirdaki ilk tamsay1 kare matrisin boyutlarini, ikinci tam say1
ise ayn1 denklem sisteminin kag tane farkli sag taraf vektorii igin ¢oziilecegini
gosterir.  Daha sonra gelen satirlar katsayr matrisinin satirlari, en son satir
ise sag taraf vektoriidiir. Birden fazla sag taraf vektorii varsa bunlar alt alta
yazilmalidir.

a) Burada verilen denklem sisteminin katsayr matrisini ve sag taraf
vektoriini yukarida gosterilen ornege gore DATA1 adli bir dosyaya yaziniz.
LIN1.FOR programin derleyiniz ve hazirladiginiz bu veri dosyasini kullanarak
yukaridaki lineer denklem sisteminin ¢éztimiint bulunuz.

b) Yukaridaki denklem sistemini (1, 6, 6), (1, 2, -3) ve (2, 2, 2) sag taraf
vektorleri i¢in ¢oziim yapacak sekilde DATA1 dosyasimi DATA2 dosyasi adi
altinda degistiriniz. Bu sistemin ¢6ziimiini bulunuz.

2. Bir Matrisin Tersi ve Determinanti
Bir A kare matrisinin tersi A~!
AAT =T (5.43)
olarak tanimlanir. Burada I, A ile ayni boyutlu birim matristir. A matrisi 3x3

bir matris olsun ve A~! matrisinin kolonlar1 sirasi ile (21, 22, 23), (y1,%2,¥3) Ve
(21, 22, 23) olsun. Bu durumda
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™~
G 42 413 1)1 21 00 /
a1 G2z G23 2(y2 2 | =10 1 0
as1 azz  as3 3|Ys 23 01
olmalidir- - Yukarrdaki matris ¢arpimi yapilirsa 6rnegin (21, 22, x3) bilinmeyenleri
igin
7(\ ) *‘L |7L1
a11%1 + a1272 + a1373 :__
G21T1 + A22%2 + G23T3 = (5.44)
a3121 + aga®z +aszxrs = 0
denklem seti elde edilir. Bu ise Ax = b denkleminin sag taraf vektoriiniin

b= (1,0,0) oldugu durum igin ¢éziimiidiir. Benzer gekilde y; ve z; bilinmeyen-
leri i¢inde ¢oziim yapilabilir. Bu nedenle yukarida kullanilan alt-iist kogegen ma-
trsilerine doniigtiirme igleminin sonucu kullanilarak matrisin tersi de alinabilir.

LIN2.FOR programi lineer denklem sistemini ¢6zecek ve istenildiginde
katsay1 matrisinin tersini alacak sekilde yeniden diizenlenmistir. Programin
geri kalan1 LIN1.FOR ile tamamen aynidir. Bu programi derleyip galigtiriniz
ve kullanilan matrisin tersinide buldurunuz. Tersinin dogru bulunup bulun-
madigindan nasil emin olabilirsiniz?

<<%;/? 3. Yukarida kullanilan LUDCMP alt programinin alt-iist kdsegen bicime

oniligmiis matris ¢iktisimi kullanarak orijinal matrisin determinantini hesapla-

mak miimkiindiir. Bunun nasil yapilabilecegini arastirimiz. LIN2.FOR pro-
A— (___ u gramini LIN3.FOR ad1 altinda yeniden diizenleyerek lineer denklem sisteminin

katsayr matrisinin determinantinida hesaplayiniz. —/?
4. Boyutlar: belli iki kare matrisin ¢arpimini yapacak bir alt program
S yvazmak ic¢in bir akig semasi hazirlayimmz. Bu semadan faydalanarak matris
A e ]D/ /—\\ > garpimini yapacak bir alt program yaziniz. LIN2.FOR programini LIN4.FOR
ad1 altinda yeniden diizenleyiniz ve bu programa matris carpimini yapacak alt

_}: L L- U programi ekleyiniz. Bu alt programi kullanarak kullandiginiz matrisi tersi ile
d S carparak birim matris elde edip etmediginizi kontrol ediniz.

5. Katsay1 matrisi iiggen bantli olan lineer bir denklem sisteminin ¢éziimiinii
- —7 bulacak bir alt program yaziniz. Bu sistemde sadece ana kogegen ile alt ve
ist kosegen elemanlar: gerektiginden, sadece bu elemanlar1 kaydetmek icin N
boyutlu ii¢ vektor kullanmak yeterlidir.
=
5.6 ALISTIRMA SORULARI | O . Xn— ~ Tu A,
1.) (a) (5.7) denklemindeki iislii katsayilarin \

1) q— N ><V\ | - At
asy = ag — azaiz/an
1
aég) = a3 — a21a13/a11
(1)

a(l) = a3 —
33 = 33 Cl316l13/6l11

as2 — a31a12/a11

= by —aabi/an

= b3 —asibi/an
(5.45)
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olmasi gerektigini gosteriniz.
(b) (5.8) denklemindeki ag? ve bgf)’ﬁn degerini bulunuz.

2.) Asagida verilen denklem sistemini LIN1.FOR programim kullanarak

¢Ozliniiz.

T1+ T2+ T3+ Ta+ T5 +Te + 27 + T+ Ty + T1o

2x1 — x9 + 223 + x4 + 3x5 — 4w + T7 — 208 + T9 — T10

r1 — 2wy — 223 + 314 + 205 — dxg + 207 — 228 + 3x9 + 2710
3x1 4+ 3x2 — x3 + 2x4 + S5 + 316 — 7 — 328 + 229 + 3710

—T1+ T2 — T3+ Ty — X5 +Te —T7+Tg — Tg +T1io

Sx1 + Txo + 223 — 8y + 45 — dxg + 7 + 228 + 3T9 + T10
1521 — 2029 4+ 3 + 54 + x5 — 86 — 227 + 328 + 929 + DT
x1 — 3029 4+ 33 + 1524 — 325 + 226 + 1027 + 328 + 2229 + T210
35x1 +42x5 4+ 33 + 204 — 1225 — 36 — 7 — g — 49 — 11219
1421 + 1022 — x3 + Tx4 + 225 — Txe + 77 + 328 — Tg — T10

%)

34
74

43

96
189
—103
81






Bolum 6

SINIR SARTLI ADI
DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu boliimde smir sarth diferansiyel denklemlerinin ¢6ziim yéntemleri tizerinde
durulacaktir.  Ayrica ilgili bir konu olan o6zdeger-6zvektor problemlerinin
¢oziimiide tartisilacaktir.

6.1 Giris

Diferansiyel denklemler adi ve kismi olmak iizere genel iki simifa ayrilabilirler.
Adi diferansiyel denklemler ise basglangic sartli ve sinir sarth olmak tizere iki
alt grupta incelenebilir. Kismi diferansiyel denklemlerinin ¢oziim yontemleri
Bolim 7’de tartigilacaktir. Adi diferansiyel denklemlerinin baglangic sarth olan-
lar1 Boliim 3’te incelenmisti. Bu boliim sadece sinir sarth lineer adi diferan-
siyel denklemlerinin ¢oziim yontemlerinin incelenmesine ayrilmigtir. Siir sarth
diferansiyel denklemlerini baglangic sarth diferansiyel denklemlerinden ayiran
en 6nemli fark diferansiyel denkleminin saglamasi gereken sartlarin tanimlandig:
noktalardir. Baglangic sarthi diferansiyel denklemlerinde diferansiyel denklemi-
nin sagladig1 sartlar sadece bir tek noktada tanimlanirken, simr sarth diferan-
siyel denklemlerinde bu sartlar en az iki farkli noktada tanimlanir.

Smir garth diferansiyel denklemlerinin sayisal ¢oziimleri degisik yollarla
yapilmakla beraber bu boliimde goriilecek olan yontemler tiirevlerin sonlu fark-
lar geklinde yazilmasina dayanir. Bolim 3’de baglangig sarth adi diferansiyel
denklemlerinin ¢6ztimiinde aymi yontem kullanilarak diferansiyel denklemde
gecen turevler sonlu farklar cinsinden yazilmisti. Burada sinir noktalarinda
uyulmasi gereken sartlari saglayan bir ¢oziimiin verilen aralikta bulunmasi
gerekir. Burada da verilen diferansiyel denkleminde gecen tiirevlerin hepsi sonlu
farklar cinsinden yazilacaktir. Ayrica verilen denklemi birinci mertebe difer-
ansiyel denklemler olarak yazmanin baz1 ¢oziim yontemleri diginda bir avataji
olmadigindan bdyle bir yola bagvurulmayacaktir.

Verilen lineer bir diferansiyel denklem sonlu fark yontemleri kullanilarak
yeniden yazilirsa ortaya bilinmeyenler cinsinden lineer bir denklem sistemi or-
taya cikar. Bu sistem dogrudan matris yontemleri kullanilarak ¢oziilebilir. Bu
yonteme ’dogrudan yontemler’ denilmektedir. Ortaya ¢ikan lineer denklem sis-
temini ¢ozmenin bir bagka yolu, baglangicta yaklagik bir ¢oziim varsayarak bu
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¢Ozliimii adim adim iyilegtirerek istenen sinir gartlarimi saglayan bir ¢oziim bul-
maktir. Bu yonteme ’iteratif’ veya 'relaksasyon yontemler’ denir. Bu yontemde
baglangicta kabul edilen ¢éztimiin sinir sartlarini saglamasi gerekmez. Aranan
¢Oziime yakin bir ¢oziim herhangi bir gekilde tahmin edilebiliyorsa bu durumda
daha kisa stirede ¢oziime yakinsama elde edilebilir. Coéziim hakkinda hi¢ bir
tahmin yapilamiyorsa tamamen keyfi bir ¢6ziim Onerisi ile baglanabilir.

Bu baglik altinda incelenecek olan bir diger konu ise 6zdeger-6zvektor prob-
lemleridir. Bu tip problemlerde verilen diferansiyel denklemi bir parametreye
baghdir ve ancak o parametrenin belirli degerleri almasi durumunda denklemin
bir ¢6ziimii mevcuttur. Bu durumda hem ¢oziimiin hemde parametrenin hangi
degeri icin ¢Oziimiin olabilecegini ayni1 anda bulmak gerekir ve genel olarak
Ozdeger-0zvektor problemleri olarak bilinirler. Bu nedenle sinir garth diferan-
siyel denklemlerinin bir diger ¢6zlim yontemi olarak '6zdeger-6zvektor metotlary’
incelenecektir.

Son olarak bu boliimde sadece lineer denklemlerin ¢oziimii incelenecektir.
Lineer olmayan denklemlerde tiirevler i¢in sonlu farklarin kullanilmasi ile elde
edilen denklem lineer olmayan bir denklem sistemi olacaktir. Bunu ¢6zmenin
bir yolu Boliim 2’de goriilen Newton’un kék bulma yoénteminin genellestirilmis
halini kullanmaktir.

6.2 Sonlu Fark Yontemleri

6.2.1 Dogrudan Coziim

Bu yontemi incelemek igin ikinci mertebe lineer bir diferansiyel denklemi goz
ontine alalim. Boyle bir denklem en genel haliyle

—— + f(@) +g(x)y = q(z) (6.1)

seklinde yazilabilir. Bu denklemde f(z), g(x) ve g(x) bilinen fonksiyonlardir.
Diferansiyel denkleminin x € [zg, x ] araliginda ¢oziilecegini varsayalim. Den-
klemin x = z¢ ve x = zy’de saglamasi1 gereken sinir sartlar: olacaktir. Bunlar
bu iki noktada y’ye ve onun tiirev(ler)ine bagh denklemler olabilir. Ayrica y’nin
degeri ile tiirevini iki ayr1 noktada bir birlerine baglayan denklemlerde sinir sarti
olarak kargimiza cikabilir. En genel haliyle x¢ ve xx noktasindaki sinir sartlar:
sirast ile

dy

a’ly(m = IO) + a?% r=z9 — A3 (62)
d
biy(z =an) + b2£|x:11\] = b3 (6.3)

seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse bu sinir sartlar: iki ayr1 noktada tanimlidir
fakat iki nokta herhangi bir gekilde bir birlerine bagh degildir.

(6.1)’de verilen denklemi ¢6zmek igin denklemde gegen birinci ve ikinci (varsa
daha iist mertebeli) tiirevler igin yaklagik sonlu farklar kullanilacaktir. Bunlar
elde etmek i¢in daha 6nce yapildigi gibi y(z)’i * = = £+ h noktalarinda Taylor
serisine acalim.

/ h2 11 hB 1
y(x+h) =y(x) + hy'(z) + 2V (z) + oY () +... (6.4)
2 3
Yo — 1) =yl@) by @)+ oy @) - @ (69)
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(6.4) denkleminden (6.5) denklemini ¢ikartalim. Elde edecegimiz denklem
y(x +h) —y(z — h) = 2hy'(x) + O(h?) (6.6)

olacaktir. h? ve daha yiiksek mertebeli terimler ihmal edilmistir. Bu nedenle
birinci tiirev i¢in elde edilen yaklagik sonlu fark denklemi ikinci mertebe has-
sastir. Benzer gekilde (6.4) ve (6.5) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

y(xz 4+ h) +y(z — h) = 2y(z) + h%y" (z) + O(h*) (6.7)

elde edilir. Burada ikinci tiirev icin elde edilen yaklasik sonlu fark tigiincii
mertebe hassastir. Son iki denklem yeniden diizenlenirse

y(@ +h) —ylz—h)
2h
y(x +h) —2y(x) +y(z — h)

y'(x) = 5 (6.8)

elde edilir. Denklem (6.1)’deki tiirevler burada elde edilen yaklagik sonlu fark-
lar ile degistirilecektir. Bunu yapmadan once z,, = zo + nh ve y, = y(z,)
tamimlarimi kullanarak bu denklemleri yeniden yazalim:

fpy Yt Unt
n4l — 2 _
y'(z) = Ynt1 }fLU2n+yn 1 6.9)

Denklem (6.1) yukarida elde edilen sonlu farklar kullamilarak yeniden
yazilirsa
Yn+1 — 2%;, + Yn—1 Yn+1 — Yn—-1
elde edilir. Bu denklemde f, = f(zn), gn = g9(zn) ve ¢, = ¢(z,) tammlar
kullanilmigtir. Bu denklem tekrar diizenlenirse

) + GnYn = qn (6'10)

h h
(1- gfn)yn—l +(=2+ hZQn)yn +(1+ §fn)yn+1 = h’qn, (6.11)
n=012...N—1,N
elde edilir. Burada n indisi verilen sinir sartlarina bagh olmak iizere 0 veya
1’den baglayarak N — 1 veya N’e kadar gidebilir. x = xzq’daki sinir gartlar:
tlrev igeriyorsa n 0’dan, igermiyorsa 1’den baglayacaktir. Benzeri bir durum
x = xn’deki sinir sart1 icinde gegerlidir.
Smir sartlarinin y(zg) = « ve y(xx) = S oldugunu kabul edelim. Bu du-
rumda (6.11) denklemi n =1 igin

h h
(1= 5f)yo+ (=2 + K20y + (1L+ 5 fi)ys = PP (6.12)

olacaktir. 1 =2,3,..., N — 2 i¢cin ayn1 denklem

h h
(1- §fi)yi71 +(—2+hPgi)y + (1 + §fz-)yi+1 = h?g; (6.13)

olur. Son olarak n = N — 1 i¢in bu denklem

h h
(1- §fN71)yN72 +(=2+h%gn_1)yn—1+ (1 + §fN71)yN =h%qn_1 (6.14)
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haline dontiglir. (6.12-14)’de toplam N — 1 tane denklem vardir. Toplam bil-
inmeyen sayisi ise yg,y1,-..,yn olmak iizere N + 1 tanedir. Bilinmeyenlerin
hepi i¢in ¢6ziim yapabilmek icin iki tane daha denkleme ihtiyac vardir. Bunlar
sinir gartlarindan gelecektir. yo = « ve yy = [ smur sartlarindan yy ve yy
bilindiginden bilinmeyen sayis1 N — 1 tane olur. yg ve yy’in degerleri yerler-
ine yazilir ve (6.12-14) denklemleri matris haline getirilirse agagidaki denklem
sistemi elde edilir.

dl Cq 0 . . 0 Y1 bl
as dg C2 0 0 Y2 b2
0 as 0 = - (6.15)
dnv—2 cN-2 YN-—2 by—2
0 . . . an-1 dyn— YN-1 bn_1
Burada a; ve cy_1 keyfidir. Diger matris elemanlar: ise su sekilde verilir:
di:(—2+h29i), i=1,2,..., N—2,N —1,
ci=(1+24f), i=1,2,...,N—3,N—2, (6.16)
a; = (1—2f), i=2,3,...,N-2,N—1
Matrisin bilinen sag tarafi ise su sekildedir:
bi:hzqi, ’622,3,N—2
b =h*q — (1—2f)a, (6.17)

bv_1=h%qny — (1+ 2 fn)B,

(6.15)’de verilen lineer denklem sistemi Boliim 5’de verilen {iglii diyagonal ma-
trislerin ¢oziim yontemleri kullanilarak ¢oziilebilir.

ORNEK 6.1

y'(z) —y(x) =0 (6.18)
diferansiyel denklemini y(0) = 0 ve y(1) = 1 stnar sartlaring kullanarak dogrudan
¢oziindiz. Bu denklemin analitik ¢oziminin y(z) = sinh(x)/sinh(1) oldugunu
gosteriniz. Turevler i¢in sonlu farklar kullanimast sonucunda elde edilecek li-

neer denklem sisteminin xo = 0, xxy = 1 ve d = —(2 + h?) olmak iizere
d 10 . 0 7 0
1 d 10 0 Y2 0
01 0 _ . (6.19)
. d 1 YN-—2 0
0 . . . 1 d]|/| yva -1

ile verilecegini gosteriniz. Bu denklem sistemini dolayist ile verilen diferan-
siyel denklemini ¢ozecek bir program yazniz. Bu amacla yazilmas bir program
SADI1.FOR adi altinda Ek-F’de verilmistir. Bu programa derleyip calistiriniz.
N = 10, 20, 50 wve 100 i¢in ¢ozum yapinaz ve her durum i¢in analitik ve
sayiscal ¢ozumlerin grafiklerini ¢izerek karsilastiriniz. Yapilan hatanin grafiging
de ¢izerek en buyik hatanin nerelerde yapildiging belirtiniz.
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6.2.2 Relaksasyon (Iteratif) Yoéntem

(6.1) denkleminde tiirevler igin sonlu farklar kullanilarak elde edilen son hali
denklem (6.11)’de verilmigti. Bu denklemi goz éniine alalim ve y,, igin ¢6ztim
yapalim.

1

h h ,
= m{(l = g fu)yn—1+ (14 5 fn)ynsr — h74n] (6.20)

Yn

Tteratif yontem agagidaki sekilde kullanilir: i) Once i = 0,1,2,...,N olmak
tizere biitiin y;’ler i¢in tahmini bir ¢dziim kabul edilir. ii) Daha sonra denklem
(6.20) kullanilarak eski y;’lerden yeni y;’ler bulunur. Bu igleme eski ve yeni
¢oztimler arasindaki fark (veya goreli fark) bastan belirlenmig bir hata toler-
ansindan daha kiigiik olana kadar devam edilir. Iterasyon sayisi j ile gosterilirse
jnci iterasyonda ¢oziim

@1 h

(4-1) h (4-1) 2

olacaktir.  Baglangigta varsayilan veya tahmin edilen ¢6ziim yT(LO) (n =
0,1,2,...N) olarak gosterilir ve bu yesk; adll bir vektérde tutulabilir. Ik it-
erasyonda x; noktasindaki bir ¢6ztim, bu noktanin bir éncesindeki ve bir son-
rasindaki yl@l ve yES}l degerleri kullanilarak bulunur. Bu durum biitiin noktalar
icin tekrar edilerek yeni ¢oziim vektorii yyen; €lde edilir. Bu yontem Jacobi it-
erasyon yontemi olarak bilinir.

Yy leri bulmanin daha iyi bir yolu hali hazirda hesaplanmig degerlerin aninda
kullamldigi Gauss-Seidel yontemini kullanmaktir. Denklem (6.21) dikkatli ince-
lendiginde goriilecegi gibi bir x; noktasindaki y; degerini hesaplamak i¢in z; 1
ve x;41 noktalarindaki ¢oziimler kullanilmaktadir. Fakat eger bilinmeyenler
soldan saga dogru taranarak hesaplaniyorsa, x;_1 noktasindaki yeni ¢oziim za-
ten hesaplanmig durumdadir. Bu nedenle x; noktasindaki ¢oziim bulunurken
solda kalan x;_; noktasindaki yeni ¢oziim ve x; 1 noktasindaki eski ¢oziim kul-
lanilabilir. Bdéylece bilinmeyen vy, vektoriiniin soldan saga dogru tarandigi bir
durum igin Gauss-Seidel yontemi

1

() R —
2- hQQn

h ; h i
% (1= Sy + (O Sl = W) (6.22)
olacaktir. Benzer gekilde eger ¢oziim sagdan sola dogru taraniyorsa bu durumda
¢Ozim

; 1 h i h j
o) = gy (0= w S+ (U S fulhs = W) (6.23)

ile verilecektir. (6.21-23) denklemlerinde siir sartlar: ayrica zel olarak uygu-
lanmalidir.

ORNEK 6.2 Ornek 6.1°de verilen diferansiyel denklemini Gauss-Seidel yontems
ile ¢ozen bir program SADI2.FOR adv altinda Ek-E’de verilmistir. Bu pro-
grama inceleyiniz ve ozellikle sinwr sartlarinin nasil kullanildigina dikkat ediniz.
Daha sonra programa derleyip calistirinaz. 1075 mertebesinde bir hata toler-
anst saglamak icin kag iterasyon gerekmektedir? 1075 ve 1078 icin ne kadar?
oztimlerinizde 19 ve 39 aralik kullaniniz. Analitik ve saynsal ¢ézimleri ve yapilan
hatanan grafigini ¢izerek saysal ¢ozimiin ne kadar 1yi olduguna karar veriniz.
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6.2.3 (")zdeger-(")zvekt('ir problemleri: Lineer, Homojen
Diferansiyel Denklemler

Siur sartlar: lineer ve homojen olan lineer homojen diferansiyel denklemler de
bir parametreye bagimlilik varsa, diferansiyel denkleminin ¢ogunlukla parame-
trenin sadece belirli degerleri icin ¢oziim vardir. Bu tip problemler 6zdeger-
ozvektor problemleri olarak bilinir.

Smur sartlart lineer ve homojen olan ikinci mertebe lineer ve homojen bir
denklem en genel haliyle

Yy +p)y +ql@)y = 0, zo<z<ay
a1y(wo) + azy'(ro) = 0 (6.24)
biy(zn) + b2y (zn) = 0,

seklinde yazilabilir. Burada p(z) ve g(z)’ler bilinen fonksiyonlar, a; ve b;’ler
sabitlerdir. Homojen denklemler i¢in her zaman y(z) = 0 bariz ¢dziimii mev-
cuttur. Burada onemli olan bariz ¢oziimiin diginda ¢oziimlerin olup olmadigini
bulmaktir. Ayrica diferansiyel denkleminin lineer ve homojen olmasindan dolay:
eger y = ®(z) bir ¢oziim ise ¢ keyfi bir sabit olmak iizere y = ¢®(x)’de bir ¢éztim
olur. Asagida verilen 6rnek durumun daha iyi kavranmasim saglayacaktir.

ORNEK 6.3 Asagqidaki diferansiyel denklemini wverilen swir sartlary igin
¢cOZUNUZ.

y(0) =0, y(1)=0 (6.25)

Verilen diferansiyel denkleminin en genel ¢ézimi a ve b keyfi sabitler olmak
uzere

y(x) = acos(x) + bsin(x) (6.26)

ile verilir. Birinci sinar sarte kullanmilirsa y(0) = a = 0 olur. Tkinei sumr sarty
kullanibwrsa y(1) = bsin(l) = 0 olacaktur. sin(l) ssfirdan farkl oldugundan
b =0 olmalidir. Boylece verilen diferansiyel denkleminin gereken sinar sartlarim
saglayan y = 0 bariz ¢oziminden baska ¢ézimi olmadigr anlasiler.

ALISTIRMA 6.1

y// 4 7r2y =0
y(0) =0, y(1)=0 (6.27)

diferansiyel denklemininin ¢éziminin, a keyfi bir sabit olmak dzere, y(x) =
asin(mz) seklinde olmasu gerektigini gdsteriniz.

ORNEK 6.4 ) pozitif bir parametre olmak tzere asagidaki diferansiyel denklem-
i verilen sinar sartlar i¢in ¢ozinz.

y// + /\y -0
y(0)=0, y(1)=0 (6.28)
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Verilen diferansiyel denkleminin en genel ¢ozimi a ve b keyfi sabitler olmak
luzere

y(z) = acos(VAz) + bsin(Vz) (6.29)

ile wverilir. Birinci sinwr sarty kullamlirsa y(0) = a = 0 olur. ITkinci sinar
sarte kullambrsa y(1) = bsin(v/A\) = 0 olacakter. Bu denklem b = 0
ve/veya sin(v/A) = 0 olmas: durumunda saglanacakter. b = 0 secilirse fiziksel
olarak anlama olmayan bariz ¢ozim elde edilecektir. Bariz olmayan ¢ézimleri
aradigumazdan b # 0 ve sin(v/X) = 0 durumunu secelim. En son denklem ancak

A=n?72 n=12,... (6.30)
olmast durumunda saglanir. Boylece ¢ozimler b keyfi olmak tizere
Yn(x) = bsin(nmx) (6.31)

seklinde olacaktir. X'lar ozdegerler ve her \ degerine karsilik gelen yy ler ise
ozfonksiyonlar olarak bilinir.

ALISTIRMA 6.2 )\ pozitif bir parametre olmak tizere

v+ Ay =0
y(0) =0, y(H)+y'(1)=0 (6.32)

swnar sarth probleminin 6zdeger ve dzfonksiyonlaring bulunuz. Ozdeg“er denklem-
min

VA = —tan(V/A) (6.33)
oldugunu gésteriniz. Bu denklemi Bélum 2’°de gorilen kok bulma yontemlerinden

birini kullanarak ¢éziiniz. Ozdederleri kiigiikten biyige dogru siralayarak ilk on
tanesini bulunuz.

Ozdeger—ézvekté problemlerinin sayisal olarak nasil ¢oziilecegini gormek icin
agagida verilen ikinci mertebe diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.

y' + f(@)y + Ag(z)y =0 (6.34)

Diferansiyel denkleminin saglamasi gereken siir sartlar: en genel haliyle den-
klem (6.24)’de verilen siir sartlarina benzeyecektir. Bu denklemde A herhangi
bir parametredir. Birinci ve ikinci tiirevler i¢in denklem (6.8)’de verilen sonlu
farklar kullanilir ve denklem yeniden diizenlenirse

UnYn—1 + dnyn + CnYn+1 = _)‘ynv n = 07 17 2a .N (635)
elde edilir. Bu denklemin katsayilar

h h
1- §fn _ -2 e 1+ §fn
h2gn ’ n hzgna n h29n

Gy = (6.36)
olacaktir. Bu denklemlerde sinir sartlarinin uygun sekilde kullanilmasi gerekir.
Sinir gartlarinin denklem (6.24)’deki gibi verildigini varsayalim. Bu durumda
sinir sartlarinda gegen tiirevler i¢in onlarin sonlu fark yaklagimlar: kullanilirsa

Y1 — Y-
2h

YN+1 —YN-1

) =0, biyn + ba( o

aryo + az( )=20 (6.37)
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denklemleri elde edilir. Dikkat edilirse bu son denklemde y_; ve yni1
degerleri diferansiyel denkleminin ¢oziilmesi gereken [zg, ] araligimin digina
tagmaktadir. Sinir sartlarindan y_q ve yy41 i¢in ¢ézim yapilirsa

- 2ha1y0 2hb1yN

+ Y1, YN+1=YN —
a9 b2

(6.38)

Y-

elde edilir. Bu denklemler (6.35) denkleminde kullamilir ve ortaya gikan den-
klemler matris denklemi halinde yazilirsa

[dy g O . : 0 Yo Yo
ay di ¢ 0 . 0 Y (1
0 a2 d2 Co . 0 .
=\ . (6.39)
an—1 dn-—1 cn-1 YN-1 YN-1
L 0o . . ) a’y dy | | yv | L YN |

elde edilecektir. Yukaridaki denklemde, ¢ = 0,1,2,... N olma tlizere a;, d; ve
¢;’ler denklem (6.36)’da verildigi gibi olmak {izere

2h
dézdo— alao, 06:a0+00
as
2hb
CLGV =an + ¢y, GV =dy — b 1CN (640)
2

seklindedir. Sonucta elde edilen denklem, A denklem (6.39)’da gosterilen katsay1
matrisi, y aranan ¢ozliim vektorii olma iizere

Ay = -y (6.41)

seklinde yazilabilecek bir 6zdeger-6zvektor denklemidir. Bilindigi gibi bu den-
klemin ancak

|A—X| =0 (6.42)

oldugu durumlar i¢in ¢oziimii vardir. Yukaridaki denklem A matrisinin karakter-
istik denklemidir ve determinantin acilmasi ile ortaya gikan N mertebeli polino-
mun kokleri problemin aranan 6zdegerleridir. Bu polinomun kokleri Boliim 2°de
goriillen kok bulma yontemleri kullanilarak bulunabilir. Fakat aranan 6zdeger
ve bunlara karsilik gelen 6zvektorleri daha etkin bulma yontemleri vardir. Bu
igleri yapacak alt programlar i¢in bagvurulabilecek iyi kaynaklardan bir tanesi
LAPACK deposudur.

Dikkat edilirse denklem (6.42)’deki A matrisi f(z) = 0 ise simetrik reel bir
matris olur. Simetrik matrislerin 6zdegerlerini bulmak genellikle daha kolay
oldugundan bu andan itibaren bu boliimde sadece reel ve simetrik matrisler
gbzoniine alinacak en genel durum sonunda bir 6rnek ile incelenecektir.

ORNEK 6.5 Quantum Mekaniksel Basit Harmonik Salinica:

Viz) = %kxz seklinde harmonik bir potansiyel i¢inde bulunan m kuitleli bir

parcacigin Schrodinger denklemi
h? d*u

T+ V(@)u(z) = Bu(z) (6.43)
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olur. Burada u(z) parcacigin dalga fonksiyonu, E enerji dzdegerleridir. w =
Vk/m olmak iizere bu denklemde z?> = (Vmk/h)x? ve A = 2E/hw degisken
degisimleri yapilirsa Schrodinger denklems

d2
—d—xg + 2%u = u (6.44)
haline gelir. Indirgenen bu denklemde dzdegerlerm = 0,1,2, ... olmak tizere X =

(2m+1) ile verilir. Bu denklemin saglamast gereken sunur sartlar: u(—oo) = 0 ve
u(oo) = 0°dir. (Ashinda parcacik bagumli bir hareket yaptigindan dolayr u(x) in
tirevlerinin de £00 de sifir olmasy gerekir. Bu durum bir simar sarti olarak degil,
elde edilen ¢ozimiin ne kadar iyi oldugunu kontrol etmek i¢in kullanilabilir).

Tiirevler igin ikinci mertebe sonlu fark yaklasyma kullanarak (6.44) denklem-
i sonlu farklar cinsinden yazalim. Elde edilecek denklem

—%un,l + (% + 22)u,, — %unﬂ = \u, (6.45)

olacaktir. Verilen sinwr sartlart +oo’de tansmlidir. Saysal olarak integral alma
araligini —oo 'dan 400 'a kadar almanin olanagu yoktur. Izlenebilecek bir yol inte-
grali belirli bir —xq ’dan +xq’a kadar almak ve elde edilen ozdegerler bu simirlara
bagh olmayana kadar xo v artirmaktir. Ayrica verilen sinar sartlariman gercekten
saglanip saglanmadigy kontrol edilmelidir. Buna ek olarak yukarida da belir-
tildigi gibi bagumly hareket yapan parcacigin dalga fonksiyonunun tirevleri de bu
limitlerde sifir olmalidir. Bu durumun saglanip saglanmadigine ayrica kontrol
etmek gerekir. xq i¢cin optimum bir degerin bulunmasi onemlidir. Eger xg ¢ok
biyik segilirse integral alinan bolgenin cogu yerinde dalga fonksiyonu sifira ¢ok
yakin olacagindan ¢éziim i¢in harcanan zamann biyik bir kisma fiziksel olarak
anlama olmayan bir ¢ézim bolgesi i¢in harcanmas olacaktur. Ote yanda xo ¢ok
kicik secilirse bu durumda sinar sartlar tam olarak saglanmayacak ve bulu-
nan 6zdegerler segilen sinira gore degisecektir. Deneme-yanilma yolu ile uygun
limitler her zaman bulunabilir.

Verilen swnr sartlarima gore u(—xz9) = uo = 0 ve u(4+xo) = uy = 0
olacagindan elde edilecek olan matris denklemi

d1 Co 0 . . 0 (5% U7
Co d2 Co 0 . 0 U2 (0
0 Co d3 Co . 0 .
=-)\ . (6.46)
co dy—2 ¢ UN_2 UN_2
L 0 . . . Co dN_1 1L UN-—-1 ] L UN—-1 ]
olacaktir. Burada d; = % + 22 ve co = —h—12 olarak tanwymhdwr. Goriuldigi gibi

katsayr matrisi gercel, simetrik ve t¢li diyagonaldir.

Bu ézdeger-ozvektor problemini ¢ozmek igin [3]’den alinan TQLI alt pro-
grama kullanidmastir. TQLI gergel, simetrik ve tcli diyagonal matrisler i¢in bir
ozdeger ve istenildigi taktirde bir ozvektor ¢ozucusidur. Programan detaylar:
icin [3]’e bakiniz. Cok daha genel ozdeger-ozvektor problemlerinin ¢ozimd igin
kullanilabilecek alt programlar i¢in http://www.netlib.org/lapack sitesine bakinaz.

a) Verilen degisken degisimi yapilirsa denklem (6.43)%in  (6.44)%
dontisecegini gosteriniz.

b) (6.46) denkleminde verilen sistemi ¢ozmek tzere yukarida sozi edilen
TQLI alt programains kullanan SADIS.FOR adl bir program Ek-F’de verilmistir.
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SADIS programini xg = —2, . = +2 ve N = 19 i¢gin ¢alistirniz. Elde edilen ilk
li¢ dzvektorin grafigini ¢iziniz. Dalga fonksiyonlary sinir noktalarinda istenen
sartlary saglyor mu? Saglamwyorsa sebep nedir? Ozdejerleri analitik ¢oziim ile
karsilastiriniz. Hata yilizdesi nedir?

¢) (b)yi xg = =5, xe = +5 ve N = 19 igin tekrar ediniz. Simdi elde edilen
ozvektorler istenen sartlart saghyormu? Ozdederlerdeki hata yizdesi nedir?

d) (c)’yi N =39 ve N =59 i¢in tekrarlayiniz.

e) (¢)’yi N = 159 igin tekrarlayiniz. Hesaplanan dzdegerlerin hassasiyetinde
onemli bir artma gozlediniz mi?

6.3 Labaratuar Saati-VI

1.
y'(x) —y(z) =0 (6.47)

diferansiyel denklemini y(0) = 0 ve y(1) = 1 siur gartlan ile ¢ozen SADI1.FOR
programini derleyiniz ve ¢aligtirimiz. Bu programda ortaya ¢ikan lineer denklem
sisteminin katsay1 matrisi ii¢lii diyagonal oldugundan bu tip denklem sistem-
lerini ¢6zmek i¢in hazirlanan TRIDAG alt programi kullanilmigtir[3]. SADI1
programi yukarida verilen diferansiyel denklemini ¢6zmek tizere diizenlenmis
isede, bu program cok daha geneldir ve

Y+ f(2)y + g(x)y = q(z) (6.48)

seklindeki sinir garth diferansiyel denklemlerini ¢ozmek ic¢in kullanilabilir. Eger
sinir sartlar: yukaridaki denklem ile ayni ise yapilmasi gereken degisiklik uygun
f(z), g(x) ve q(z) fonksiyonlarim1 COEFF alt programi iginde degigtirmektir.

SADI1 programim degigsik N degerleri ile galigtirarak ¢oziimde yapilan
hatanin nasil degistigini gozleyiniz.

2. (6.47)’deki diferansiyel denklem Gauss-Seidel yontemi kullanilarak da
¢oziilebilir. Bu yontemin uygulanmasi SADI2.FOR, adl bir program da yapilmig
ve Ek-F’de verilmistir.

SADI2 programinda simir sartlarmim nasil kullamildigini inceleyiniz. 1072
mertebesinde bir hata pay: elde etmek icin kag iterasyon gerekiyor? N arttikca
gerekli iterasyon sayisi nasil azaliyor?

3. SADI1 programimi SADI12 adi altinda

y'+y=0, y0)=0, y(1)=1 (6.49)

diferansiyel denklemini ¢ozecek sekilde degigtiriniz. Bu diferansiyel denkleminin
analitik ¢ozlimii nedir? Sayisal ¢oziimde yapilan hatayr bulmak igin analitik
¢Oztimi kullaniniz. Yapilan hatanin grafigini ¢iziniz.

4. SADI1 programim SADI13 ad: altinda

y'+2y=—-x, y0)=0, y1)+y(1)=0 (6.50)

diferansiyel denklemini ¢ozecek gekilde degistiriniz. Burada sag ucta verilen sinir

sartinin farkli olmasina dikkat ediniz. Verilen diferansiyel denkleminin analitik

¢Ozimu

= sin(v22) _Z (6.51)
sin(v/2) + v2cos(v2) 2

<
—
8
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ile verilir. Elde ettiginiz sayisal ¢oziimii analitik ¢oziim ile karsilagtiriniz.
Yapilan hatanin grafigini ¢iziniz.
5. SADI1 programini SADI14 adi altinda

/!

y' =cos(z), y(0)=0, y(l)=1 (6.52)

diferansiyel denklemini ¢ozecek sekilde degistiriniz. Bu diferansiyel denkleminin
analitik ¢oziimi nedir? Sayisal ¢oziimde yapilan hatay:r bulmak igin analitik
¢Oziimi kullanimiz. Yapilan hatanin grafigini ¢iziniz.

6. 3, 4 ve 5’1 SADI2.FOR programu igin tekrar ediniz.

7. Simdiye kadar diferansiyel denklemlerinin ¢éztimiinde birinci tiirevler igin
ikinci mertebe, ikinci tiirevler igin tigiincii mertebe hassas sonlu fark yaklagimlar:
kullanildi. Bunlarin yerine daha yiiksek mertebeli hassasiyete sahip sonlu fark
acilimlarida kullanmilabilir. Birinci ve ikinci tiirevler i¢in dordiincii mertebeden
hassas sonlu fark acilimlarinin asagidaki gekilde olmasi gerektigini gosteriniz.

() = y(z — 2h) — 8y(x — h)1—2|—h8y(x +h) —y(z + 2h) (6.53)

—y(z — 2h) 4+ 16y(x — h) — 30y(x) + 16y(z + h) — y(z + 2h)
12h2

y" (x) (6.54)

Dikkat edilirse bu denklemlerde y(z — 2h) degeri xp noktasmin soluna ve
y(z 4+ 2h) degeri xy noktasimin sagina tagmaktadir. Bu bazi durumlarda
sorun yaratabilir fakat bu sinir noktalarinda integrasyon limitlerinin digina
tagmayan ve hala dordiincii mertebe hassas sonlu fark denklemleri yazilabilir.
o noktasinda birinci ve ikinci tiirevler igin asagida verilen sonlu farklarin
yazilabilecegini gosteriniz.

J(@) = o[ -Bylao — h) — 10y(ao) + 18yl + B) — 6y(ro +20) +
+ y(zo + 3h)] (6.55)

V/(2) = 1yrg(10yao — h) — 15y(ao) — dy(xo + h) + Liy(xo + 20) —
— 6y(xo + 3h) + y(xo + 4h)] (6.56)

Goriildiigii gibi z¢ noktasindaki bu acilimlar artik simetrik degildir. Benzer
denklemler x noktasi iginde yazilabilir.

8. (6.44) denkleminde verilen Schrodinger denkleminde tiirevler i¢in ikinci
yerine dordiincii mertebe hassas sonlu fark denklemleri yazilabilir. Bu durumda
elde edilen denklemler simetrik fakat artik ticlii diyagonal degildir. Ancak hesa-
planan 6zdegerler daha hassastir. (6.44) denklemi i¢in doérdiincii mertebe hassas
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sonlu farklar kullanildiginda ortaya cikacak lineer denklem sisteminin

dl bl C1 0 0 0 0 O 0 0 0 Y1 Y1

b1 dQ bg C2 0 0 0 O 0 0 0 Yo Y2

(&1 bg d3 b3 C3 0 0 O 0 0 0 .

0 C2 b3 d4 0 0 0

0 0 . 0 0 0 _

o o0 0 . . 0 0

0 0 0 0 0 0 bN_g CN -3 0

0 0 0 0 0 0 0 . dN_3 bN_Q CN_2

0 0 0 0 0 0 0 . by—2 dyv-1 by YN—1 YN—1
L 0 0 0 0 0 0 0 0 CN_2 bN,1 dN 1L YN ] L YN

(6.57)

olacagim gosteriniz. Burada d; = (1322 +22) (i =1,2,...,N), b; = —1%22

(1t=12,...,.N—1),ve¢; = ﬁ (i=1,2,...,N —2) olarak tanumhdur.

Bu denklemin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulan bir program SADI4.FOR adi
altinda Ek-F’de verilmistir. Katsay: matrisi hala gercel ve simetrik fakat tigli
diyagonal olmadigindan burada TQLI alt programi dogrudan kullamilamaz. Bu-
rada yine [3]’den alinan TRED2 adli bir alt program kullanilmaktadir. TRED2
gercel simetrik matrisleri iiglii diyagonal hale getirmekte ve onun ¢iktilar:
dogrudan TQLI tarafindan kullamlabilmektedir.

6.4 Proje: Schrodinger Denkleminin Farkh
Potansiyeller I¢in Coziimiu

Daha 6nce (6.43) denkleminde verilen Schrédinger denklemini genel bir V(x)
potansiyeli icin daha kullanigh hale getirmek tizere yeniden o6lgeklendirelim.
Uzunluklar Bohr yaricapt ag = h? /2m ve enerjiler Rydberg (hidrojen atomunun
taban enerji durumu FEy), 1Ry=me*/2h* = h?/2ma3, ile dlciiliirse ortaya cikan
denklemi bulalim. Uzunluklar igin y = 2/ag kullanmilhirsa Schrodinger denklemi

K2 d2u
%W+V(y)U(y) = FEu(y)

2 2U
sz i V) = Fuly)

2’LL
on?+v<y>u<y> — Fu(y)

olur. A\ = E/Ey ve V'(y) = V(y)/Ey olmak tizere yukaridaki son denklem
yeniden yazilirsa
d*u ,
a2 TV Wuly) = duly) (6.58)
elde edilir. Bu denklemde enerjiler Rydberg (Ey), uzunluklar Bohr yaricap:
cinsinden 6lgiillmektedir.
Schrédinegr denklemini V{y derinlikli, L genigligindeki simetrik bir kuyu igin
¢ozen bir program SADI5.FOR adi altinda Ek-F’de verilmistir.
1. Bu programi detayl olarak inceleyiniz. Ozellikle katsay1 matrisinin nasil
hesaplandigina, potansiyel fonksiyonunun nasil kullanildigina dikkat ediniz.
2. Programi verilen degerleri kullanarak caligtirimiz. Buldugunuz enerji 6z
degerleri anlamli mi?
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3. Buldugunuz dalga fonksiyonlarini ve potansiyel fonksiyonunu beraber
gizdiriniz. Dalga fonksiyonlar1 +oo’da sifira gidiyor mu? Gitmiyorsa sebep
nedir?

4. Elde ettiginiz dalga fonksiyonlar: normalize edilmig mi? Programa bagka
bir ad altinda bu durumu kontrol edecek bir kag satir ekleyiniz.

5. Elde ettiginiz dalga fonksiyonlari bir birlerine dik mi? Diklik sartinin
saglanip saglanmadigini (4)’de yazdigimiz programa bir kag satir daha ekleyerek
kontrol ediniz.

6. Ayni programi bagka bir potansiyel fonksiyonu i¢in kullanmaniz gerekirse
ne yapmaniz gerekir? Bu programi kullanabilmeniz igin potansiyel fonksiy-
onunun simetrik olmasi gerekir mi? Neden?

6.5 ALISTIRMA SORULARI






Bolum 7

INTERPOLASYON ve
EKSTRAPOLASYON

Bu béliimde interpolasyon ve ekstrapolasyon konular goriilecektir.

7.1 Giris

Baz1 durumlarda siirekli bir degiskene baglh bir fonksiyonun ancak belirli nok-
talardaki degeri bilinir. Bu durum c¢ogu kez deneysel olarak olciilen degerlerde
ortaya gikar. Sadece belirli noktalarda degilde biitiin bir araliktaki degerlere
karsilik gelen fonksiyon degerlerini bilmek istedigimizde ne yapilmas: gerekir?
Bu baglamda, basit anlamda interpolasyon iglemi tablo halinde degerleri ver-
ilen bir degigskenin verilen aralikta tabloda olmayan bir degerini bulma olarak
tanimlanabilir.

Daha genel olarak interpolasyon, bilinmeyen bir f(z) fonksiyonunun zg, x1,

.., Tp gibi ayrik noktalarda verilen fo, fi, ..., fn degerlerini kullanarak bu

fonksiyonun daha basit ve bilinen bir p(x) fonksiyonu ile ifade edilmesi iglemidir.
Bulunan p(z) fonksiyonuna ’interpolasyon fonksiyonu’ adi verilir ve polinom,
trigonometrik fonksiyon, iislii ifade veya 6zel bir fonksiyon gibi gesitli gsekillerden
birine sahip olabilir.

interpolasyon iglemi dogru uydurma teknikleri ile alakali olsa da aym
degildir. interpolasyon igleminde verilen degerlerin hatasiz oldugu kabul edilir.
Bu nedenle interpolasyon fonksiyonu verilen noktalarin tam tizerinden geger.
Ayrica interpolasyon ile bulunan fonksiyonun, degerleri ayrik noktalarda verilen
gercek fonksiyon (eger boyle bir fonksiyon varsa) ile ayni degildir. interpolasyon
fonksiyonu sadece gergek fonksiyonu (varsa) temsil eden olas1 bir segenektir.

interpolasyon fonksiyonu olarak gogunlukla polinomlar veya polinomlarin
oranlar1 kullanilir. Bu durum polinomlar ile tiirev alma, deger hesaplama gib
iglemleri yapmanin kolaylhigindan kaynaklanir. Fakat verilen degerlerin periyodik
olmasi durumunda trigonometrik fonksiyonlarin kullanilmasi daha uygun olur.

Tanim: xzg, 21, ..., £, noktalaria karsilik gelen fy, f1, ..., f, degerlerinin
verildigini varsayalim. Bir boyutlu bu problemde interpolasyon temel olarak
p(z;) = f(z;), 1=0,1,...,n (7.1)

sartin1 saglayan p(x) fonksiyonunu bulma islemidir. Eger p(x) bir polinom ise bu
durumda probleme polinom enterpolasyonu denir. Bu boliimde sadece polinom
seklindeki interpolasyon fonksiyonlar: géz ontine alinacaktir.
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Verilen degerleri temsil eden gergek f(z) fonksiyonu (sayet boyle bir
fonksiyon varsa) daha basit p(x) fonksiyonu ile degistirildiginden, belirli bir
hatanin olmas1 kaginilmazdir. Enterpolasyon fonksiyonu verilen noktalarda
kesindir, hata degeri bilinmeyen ara noktalarda yapilan hesaplamada ortaya
cikar.

7.2 Dogrusal interpolasyon

Enterpolasyon fonksiyonu olarak birinci dereceden bir polinom kullanilirsa,
boyle bir enterpolasyona dogrusal (lineer) enterpolasyon denir. érnegin [zg, z1]
araliginda verilen degerler f(xzg) = fo ve f(x1) = f1 olsun. Enterpolasyon
fonksiyonu olarak p(x) = ax + b secilebilir. p(z;) = f(z;) = fi, (i = 0,1) olmas:
gerektiginden

axro + b = f()
ar1 +b = fi (72)

denklemlerinin saglanmasi gerekir. a ve b icin ¢oziim yapilirsa

a:flffo b:171f0*17of1
1 — 2o ’ 1 — 2o
bulunur. Boéylece enterpolasyon polinomu
— r1fo—x
p(x):aa:—i—b:[fl fo]x—i—[ 1fo— o f1 (7.4)
Tr1 — o Tr1 — o
olacaktir. p(x) polinomu istenirse
1 — X r — X
= 7.5
pe) = [+ E— (75)
seklinde yeniden yazlabilir. wo(z) = =% ve wi(z) = =2 olmak fizere
enterpolasyon fonksiyonu
p(x) = wo(z) fo + wi(z) f1 (7.6)

olacaktir. Enterpolasyon fonksiyonu fy ve f1’in 2’e bagh agirlik fonksiyonlarinin
bir kombinasyonu oldugu buradan goriilebilir. Ayrica zg < z < x; araliginda
oldugu siirece wo(x) + wy(x) = 1 oldugu kolaylikla goriilebilir.

ORNEK 7.1 Bir f(z) = €* fonksiyonunun [0.2,0.3] arahgmdaki dejeri

7 0.2 0.3
Flzi) = f; | 1.22140 | 1.34986

olarak verilmistir. Dogrusal enterpolasyon yardvma ile © = 0.26 noktasindaki
p(0.26) degerini bulunuz.
Aranan p(z) polinomu

_ [f1 —fo]aH_ [ﬂflfo —$0f1]

xT
p( ) 1 — X0 1 — 2o
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oldugundan verilen degerler yerine yazilirsa
p(z) = 1.28462 + 0.96448

bulunur. Bu durumdae x = 0.26°daki p(z) degeri p(0.26) = 1.2846 x 0.26 +
0.96448 = 1.29847 olur. Bu drnekte enterpole edilen fonksiyonun kendisi
bilindiginden gercek degeri hesaplayabiliriz: f(0.26) = %26 = 1.29693. BU-
radan yaplan mutlak hata |f(x) — p(z)|z=0.26 = 1.54 x 1073 olur.

7.3 Lagrange Enterpolasyon Formiilii

Zo, T1, ... , T, z-ekseni tlizerinde (n + 1) tane ayrik nokta, fo, f1, -+, fn bu
noktalara kargilik gelen bir f(x) fonksiyonunun degerleri olsun. Derecesi n veya
daha kiigiik olan ve

p(z;) = f(z;), i=0,1,---,n (7.7)

kogulunu saglayan bir p(x) polinomu bulmaya ¢alisgalim. Bu polinom igin La-
grange bigimi
p((E) = (l()l()(C) + alll(x) + -+ anln(x) (78)

seklinde yazilabilir. Burada [;(z) fonksiyonlar1 Lagrange polinomlar: olarak
bilinir ve "

k@)= J[ (=), k=0,1,---,n (7.9)

T — T4

'l’ =
i1# k
olarak tamimlanir. i (z) fonksiyonlar1 n lineer terimin ¢arpimi oldugundan, nci

dereceden polinomlardir. Ayrica I (z) fonksiyonlar: ¢ # k i¢in bitin z = z;
noktalarinda 0 ve z = x’da ise 1 olur.

1 ifi=k
lg(x) { 0 ifidk (7.10)
Bu son 6zellikten dolay:
p(x;) = Zaklk(ﬂfi) =a;, 1=0,1,---.n (7.11)
k=0
olur. Yani ag, a1, - -+, a, katsayilar1 polinomun zg, x1, ... x, noktalarindaki

degerine esittir. p(z;) = f(x;) oldugundan a; = f(z;), i = 0,1,---,n ola-
caktir. Sonug olarak keyfi bir f(z) fonksiyonu i¢in derecesi < n olan ve f(x)
fonksiyonunu zg, z1, ... x, noktalarinda enterpole eden p(x) polinomu

p(x) =Y fxn)l(z) (7.12)

k=0

n

olarak yazilabilir.

ORNEK 7.2 Asaqidaki tabloda verilen noktalardan gegen ikinci derece polinomu
bulunuz.

8
=)
~
NS}

fla)=fi|1]2]4
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p(x)
s

Sekil 7.1: 6rnek 7.2’de ¢oziilen enterpolasyon probleminde elde edilen enterpo-
lasyon fonksiyonu ve verilen noktalar ayni anda gosterilmigtir.

cozum:

seklinde tanymlandigindan once Lagrange polinomlar: lo(x), 11 (x) ve la(x) % bu-
lalvm:

(- m)(r—2) (z-1)(x—-2) 1
(@) = ro—x1)(rg —22) 0—1)(0—-2) 5(:6 ~D@-2)

olur. Benzer sekilde diger Langange polinomlari l;(x) = —xz(z — 2) ve lo(x) =

%x(m — 1) olacaktyr. Enterpolasyon polinomu yazilirsa

p(@) = lo(@) fo +h(x) fr +l2(2) f2 = %xQ + %x +1

elde edilir.

7.4 Newton Enterpolasyonu ve Boliimlu Farklar

Newton enterpolasyonu Lagrange enterpolasyonun yontemine gore agagida be-
lirtilen olgular agisindan biraz daha avatajhidir.
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e Newton enterpolasyonunda, elde edilen bir enterpolasyon polinomunun
derecesi kolaylikla arttirilabilir. Bu iglem o ana kadar bulunan polinom
dogrudan kullanilarak yapildigindan yeniden baslayarak polinom hesapla-
maya gerek kalmaz. Polinomun derecesi ne kadar arttirilacaksa, o sayida
yeni enterpolasyon noktalarinin eklenmesi gerekir.

e Newton enterpolasyon yontemi programlamaya daha uygundur.
Newton enterpolasyonunda aranan nci dereceden polinom
p(z) = ag+ai(x—xo)+ az(x—x0)(x — 1)
+ az(x —xo)(x —x1)(x — 22) + - - -

+ an(z —x0)(x —21) -+ (T — y)

n i—

= a; H(a: —xj) (7.13)

i=0 ;=0

—

seklinde yazilir. a;’ler sabit olup

sartit kullanilarak bulunur. Bu sart1 x = zg, * = x4, ... ve £ = x,, noktalarinda

ayr1 ayri kullanalim. z = z¢ icin p(zo) = ap = f(zo) oldugundan aranan ilk

sabit ag = f(zg) olur. a1’i bulmak i¢in z = z1’deki sart1 kullanalim. p(z1) =

ag+ay(x1—x¢) = f(x1) denkleminden a; ¢ekilir ve ag = f(z¢) degeri kullanilirsa
f(z1) — f(=o)

=47 s 7.15
“ r1 — 2o ( )

elde edilir. Bu denkleme a; i¢in boliimlii fark denklemi denir ve
_ f@1) = f(zo)
1 — X9

= f[,’Eo, 3?1} (716)

olarak tammlanmr. Burada f[zg, 1] birinci bolimli fark olarak bilinir.
Yukaridaki iglemler x = x5 igin tekrar edilirse

oo L [fla2) = f@)  f) = o) (7.17)

(2 —z0) | (22 —21) (z1 — 20)

bulunur. Dikkat edilirse son denklemde kogeli parantez i¢indeki terimin ikincisi
flxo,x1] ile aymdir, birinci terim ise benzerlikten faydalanarak f[zq,z2] olarak
yazilabilir. Bu nedenle as terimi

f[l'l,l'Q] - f[IOaxl]

ag = ({L'Q _ {L'O) = f[l‘o,Il, 132} (718)

olarak yazilabilir. f[zg, 1, z2] ikinci bolimli fark olarak adlandirilir. a; kat-
sayilarii bulma iglemine bu sekilde devam edilirse elde edilen sonug 6zet olarak

ap = f(wo) = flwo]
f(x1) = f(20)

a; = — = f[.’L'Q,.'L']_]
1 — Xo
4 = flzy, wo] — flwo, 1] Flzo, 21, o] (7.19)
X9 — X
o = Al = flwo s mea] flzo,ar, -+ x]  (7.20)

T — Lo



124 INTERPOLASYON ve EKSTRAPOLASYON

olarak yazlabilir. f[zg,x1,---,2g] knci boliimlii fark olarak bilinir. Boylece
Newton enterpolasyon polinomu

n i—1 n i—1
p(x) =Y a; [[(e—2;) =" flwo,- -] [J (= — ) (7.21)
i=0 7=0 =0 7=0

olarak yazilabilir.

(7.13)’de verilen Newton enterpolasyon polinomunu sayisal olarak
hesaplarken, polinomda bazi terimlerin polinomun biitiin terimlerinde ¢arpan
olarak gectigi gercegi goz oOniine alinirsa daha kolay hesaplanabilir. Ornegin
(x —xp) terimi aq, as, . . ., a, katsayilarinin hepsinde garpan olarak gegmektedir.
Bu nedenle bu terimi paranteze almak gereksiz yere yapilacak bir ¢ok ¢arpma
igleminden kaginmamizi saglar:

p(x) = ao+ (x—x0)[ar +as(z — 1) +as(z —z1)(x —22) + - - -

+ an(z —z1)(x —22) -+ (T — )]

Benzer gekilde (z — x1) terimi sadece as, as, ..., a, katsayilarida gectiginden
bu terim de paranteze alinabilir:

p(x) = ao+ (x—x0)[ar + (& — z1)[ag + az(x — x2) + - -
+ an(x —22) - (2 — 24)]]

Boylece i¢ ice ge¢mis bir ¢ok ¢arpma igleminden sonra Newton enterpolasyon
polinomu bulunabilir. Bu ¢arpma iglemini yapacak algoritma aggida verilmigtir.

Algoritma 7.1 (7.13)’de verilen Newton enterpolasyon formilinde gecen wve
ag, a1, ..., a 'den olugsan (n + 1) tane katsayiman ve g, x1, ..., T, noktalar:
ile beraber bir x degerinin verilmesi durumunda p(zx) polinomu hesaplanabilir.

b(n)= a(n)

do 10 i=n-1,0,-1
b(i)= a(i) + b(i+1)*(x-x(i))
10 continue

px)= b(0)

Newton enterpolasyonunu kullanirken bir boliimlii fark tablosu olugturmak
faydal olabilir. Tablo 7.1’de xg, x1, 2, T3 ve x4 gibi 5 ayr1 noktada verilen
f(zo), f(z1), f(x2) f(xs3) ve f(x4) degerlerini kullanarak elde edilecek 4. derece
bir polinomun katsayilarini bulmak igin olugturulan tablo gosterilmigtir. Bu
tablonun ilk iki kolonu verilen degerlerdir. Diger kolonlarda bulunan degerler
ise verilenlerin kullanilmas: ile hesaplanmig olanlardir. iigiincii kolonun birinci
terimi, ikinci kolonun ilk iki terimi kullanilarak bulunmustur. Bu durum ok
igaretleri ile gosterilmeye caligilmigtir. Benzer sekilde iigiincii kolonun ikinci
terimi, ikinci kolonun ikinci ve iigiincii terimleri kullanilarak bulunur ve igleme
diger kolonlar i¢ginde benzer sekilde devam edilir. Aranan katsayilari veren ter-
imler her kolonun en st terimleridir. Digerleri ara iglemlerde gerektiginden
hesaplanmaktadair.

Algoritma 7.2 n + 1 nokta xo, x1, ..., T, ve bunlara karsihk gelen n + 1
fonksiyon degeri dy = f(xo), di = f(x1), ..., dn = f(z,) verimis olsun.
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Tablo 7.1: Newton enterpolasyonunda tablo olugturma

T fH f[a] f[a»] f[vaa} f[»va’]
o flzol\,
f[Io,lj]\
L1 f[901]< flzo, z1, w2\,
f[$1>$2]< f[!Eo,ﬂ?l,wz,xg]\
T2 f[532]< f[$1»$2,$3]< flzo, 1, 2,23, 24
Flaz, w5 flawy, wo, w3, 24)7
T3 f[$3]< fle, w3, 24)7
f[$3,$4]/
T4 f[x4]/
do k=1,n
do i=0,n-k
d(i)= (d(i+1)-d(1))/(x(i+k)-x(i))
end do
end do
7.5 Labaratuar Saati V
7.6 ALISTIRMA SORULARI






Bolum 8

DOGRU UYDURMA
YONTEMLERI

Bu boliimde lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii konusunda bazi 6n bilgiler
verilecektir. Gauss yoketme yontemi ve temel olarak ona dayali gelistirilen
yontemlerden bahsedilecektir.

8.1 Giris
8.2 Labaratuar Saati V
8.3 ALISTIRMA SORULARI






Ek A

FORTRAN Komutlarinin Kisa
bir Tekrari

Bu kisa hatirlatma ekinde herhangi bir FORTRAN programlama dili dersinde
goriilen komut ve ozelliklerin tekrar1 yapilmigtir. Daha fazla detay gerektiginde
bir FORTRAN kitabina bagvurulmas: gerekir [6].

A.1 Karakter Sayisi

FORTRAN programa dilinde 49 tane karakter kullanilir. Bunlardan 26 tanesi
latin alfabesinin A’dan Z’ye kadar olan harfleri ve 10 tanesi 0’dan 9’a kadar olan
rakamlardir. Geriye kalan 12 sembol ¢ogunlukla [ ] ile temsil edilen bogluk ve
su karakterlerden olugur: +-* /= ()$.,’: Alfabe harfleri ve rakamlardan
olugsan karakterler alfasayisal karakterler olarak adlandirilir.

A.2 Degiskenler

Degisken, bilgisayarda belirli bir hafiza birimine verilen sembolik bir isimdir. Bir
alfabe harfi ile baglamasi1 gerekir. Digerleri alfasayisal karakterlerden olugabilir
ve bir degisken ismi en ¢ok 6 karakterden meydana gelir. Degiskenler tamsay1
veya kesirli olabilir. Bagka tiirlii belirtilmedigi takdirde I, J, K, L, M ve N harfleri
ile baglayan degigkenler tam say1 olarak kabul edilir. 6rnegin N2, MAX, 189,
KAZ tam say1 degigkenlerdir. A, B, ..., H, O, P, ..., Z ile baglayan degiskenler
ise bagka tiirli belirtilmedigi taktirde gercel (reel) kabul edilirler. X1, SAZ, F1,
P2W reel degigkenlere 6rnektir.

A.3 Sabitler

Bir FORTRAN programinin ¢aligmasi sirasinda degigsmeyen tam say1 veya reel
sabitlerdir. Bunlarin diginda bir sabit sanal (kompleks), karakter veya mantiksal
olabilir. 9, 11, 32 476 sabit tam sayilara, 3.15, 4.2, 0.0032 reel sayilara 6rnektir.
Reel sayilar exponansiyel temsil ile de gosterilebilir. Ornegin 0.0032 yerine
3.2E-3 yazilabilir. Sanal sabitler ise (a,b) seklinde temsil edilirler. Burada a
sayimin gercek, b ise sanal kisminmi gosterir. 6rnegin 2.0 + 7.0¢ kompleks sayisi
(2.0,7.0) seklinde gosterilir. Mantiksal sabitler iki tanedir: .TRUE. ve .FALSE.



130 FORTRAN Komutlarimin Kisa bir Tekrari

Son olarak karakter sabitler 'Karakuyu 1341’ 6rneginde oldugu gibi apostroflar
arasinda yazilarak gosterilirler

A.4 Tanmimlama Komutlar:

Bir programda kullanilan degisken veya sabitlerin tiplerinin (reel, tamsay1 vb.)
acik olarak belirtilmesinde fayda vadrir. Eger sabit veya degigkenler onlarin
kabul edilen tiplerinden farkli tipleri temsil ediyorlarsa mutlaka belirtilmesi
gerekir. oOrnegin 1Z4 degiskeni bir programda reel bir sayiy1 temsil ediyorsa
bunun mutlaka belirtilmesi gerekir. Tanimlama komutlar1 asagida birer 6rnek
ile gosterilmigtir.

INTEGER A, IC, KZ, BIZ

REAL KL, RA, YA

REAL*8 PR, IP, SX

COMPLEX J, ID, X2

COMPLEX*16 Z, IH, DE, E
DOUBLE PRECISION AZ, IDA, X2Y
LOGICAL K, GA, DX

Ayrica boyutlar: olan bir degisken varsa onun tanimlanmas: gerekir. Agagida
verilen ornekleri goz oniine alalim.

DIMENSION A(5), B(0:7), C(-4:5), D(3,4), E(0:5,0:6)

A, B ve C degigkenleri bir boyutlu, D ve E ise iki boyutlu degigkenlerdir. A’y1
olugturan elemanlar A(1), A(2),... A(5)’dir. B’nin 8 elemam vardir: B(0), B(1),
.., B(7). C’nin C(-4),C(-3),..., C(0), ..., C(5) olmak iizere 10 tane elemam
vardir. D’nin toplam 3x4=12 elemani, E’'nin ise 6 x7=42 elemam vardir.
Bazi degisken veya sabitlerin degerleri programin baslangicinda atanmak
isteniyorsa DATA komutu kullanilabilir.

DATA A,B,C,IC/10.,-2.E-3,1.0,5/
DATA A/10./B/-2.E-3¢/1.01C/5/
DATA ADSOYAD/’METIN 0ZDEMIR’/
DATA (X(I),I=-1,5) /-1.,2.,5%4./

Yukaridaki birinci ve ikinci satir tamamen esdegerdir. tigiincii satir karakter
tipi olan bir degiskene aldigr degeri atamaktadir. Son satir ise birden fazla
eleman olan X vektoriiniin degerlerini atamaktadir. Bu satirda gecen ’5%4’,
'4un bes defa kullamlacagin gostermektedir. Yani X(1)=X(2)=...=X(5)=4
anlamina gelir.

Ayni parametre veya degisken bir veya birden fazla alt program tarafindan
kullaniliyorsa, bu degerler COMMON komutu da kullanilarak gereken yerlere
transfer edilebilir. Bunun adl ve adsiz (veya bog) olan iki gesidi vardir. Eger
adsiz COMMON kullanilirsa, bir programda sadece bir COMMON komutu kul-
lanilabilir. Adli COMMON kullanilirsa programa istedigi kadar COMMON
komutu kullanabilir. Agagida birinci satir adsiz, digerleri ise adh COMMON
komutlarinin kullanimina 6rneklerdir.

COMMON A,B(5),C(-1:3,0:8)
COMMON/PAR1/ D,E(3),F(10)
COMMON/PAR2/ HBAR,QE,PI,KBT
COMMON/PAR3/ X(NMAX),Y(NP)
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A.5 Aritmetiksel Komutlar ve Matematiksel
Fonksiyonlar

Aritmetiksel bir komut program derleyicisine agagidaki beg igslemciden herhangi
birini gerektiren bir iglem yapmasini saglar. Beg aritmetik iglemci:

+ toplama

- ¢ikarma
* ¢arpma
/ bolme

*% iis alma

komutlarindan olugur. Eger parantezler kullanilarak ozellikle tanimlanmamigsa
asagida verilen oncelik siras1 gegerlidir.

1. iis alma
2. garpma ve bolme
3. toplama ve gikarma

ornegin komut satirima yazilan A**BC*D-E ifadesi derleyici tarafindan
%D — FE geklinde yorumlanir. Asgagida matematiksel iglemlere 6rnekler ver-
ilmigtir.

I=I+1

X=A*xX+X

B(I)= A(J)-B(K)**2g (M)
A= 2 .%SIN(X) + 1.5

Burada SIN(X) FORTRAN derleyicisinde zaten tanimlanmig bir fonksiyondur.
Kullanicimin ayrica bir tanim yapmasina gerek yoktur. Asagidaki listede FOR-
TRAN’da varolan fonksiyonlar ve 6zellikleri verilmistir.

[eklenecek]

A.6 Kontrol Devri

Programin kontrolii bir satirdan bazi sartlarin saglanmasi durumunda bagka bir
satira aktarilabilir. Bu durum programin akig mantiginda bir degisiklik yaratir.
Kontrol devri iki sekilde yapilabilir: sartsiz veya sarth devir. sartsiz devirde
komut

GO TO n

seklindedir. Burada n kontrolun devredilecegi satir numarasina tekabiil eder.
Asagidaki 6rnek bu kullanimi gostermektedir. Dikkat edilirse burada programin
kontrolu 10 numarali satira hig bir sart aranmadan devredilmektedir.

GO TO 10

10 X=2.xX + B
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sartll kontrol devri ise iki gekilde yapilabilir. Bunlarin birincisinde komut
satiry

GO TO (nl,ng, ce ,nk), I

seklindedir. n;’ler program igleyisinin devredilecegi satir numarasini gosterir ve
I sadece I=1,2,.. ., k degerlerini alabilir. 6érnegin

GO TO (10, 20, 90, 10), IC

komutu IC=1 veya 4 oldugunda 10 nolu, IC=2 oldugunda 20 nolu ve IC=3
oldugunda 90 nolu satira gidilecegini ifade eder. Yani IC=1 veya 4 olmasi du-
rumunda GO TO 10’ komutu varmig gibi iglem yapilir. Diger durumlar i¢inde
benzer kurallar gegerlidir. Diger bir sarth kontrol devri ise IF komutu ile yapilir.
IF komutunun argiimani aritmetik veya mantiksal olabilir. Aritmetik argiimanh
IF komutu

IF( terim ) nq1,ne,ns

seklindedir ve eger terim < 0 ise ny, terim = 0 ise ny ve terim > 0 ise nz nolu
satira gidilecegini ifade eder. Mantiksal IF komutu

IF( mantiksal terim ) komut X

seklinde olup mantiksal terimin dogru olmasi durumunda X komutunun yerine
getirilecegini gosterir. 6rnegin

IF(B.LE.E) GO TO 32

komut satir1 B’nin E’den kiigiik veya esit olmasi durumunda 32 nolu satira
gidilecegini gosterir. Benzer sekilde

IF(A.LT.-1.AND.B.GT.3) X=X*X-1.0

komutu A’min -1’den kiiglik olmasi ve B’nin 3’den biiyiik olmasi durumunda
X’in degerinin X’in karesinden 1 g¢ikartilarak elde edilen sayiya egitlenecegini
gosterir.

IF komutlarinda kullanilan karsilagtirma komutlar: agsagida verilmistir.

LT. kiiciik

.LE. kiiglik veya egit
.GT. biiyiik

.GE. biiytik veya esit
EQ. esit

.NE. esit degil

Mantiksal iglemciler ise

AND. ve
.OR. veya
.NOT. degil
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ile verilir.
Bir diger IF komutu ise 'IF( ...) THEN ... ELSE ... ENDIF’ komutudur.
Genel kullanim seklini bir 6rnek ile gosterelim:

IF(N.EQ.1) THEN

X=X +Y

Z= SIN(X)

ELSE IF(N.EQ.2) THEN
X=X *xY

H= F(X)

ELSE

X=X x X

CALL TOPLA(X,Y,Z)
ENDIF

ENDIF komutu blok halinde yazilan IF komutunun bittigini belirtir. Burada N
1’e esit ise ondan sonra gelen iki satir iglenir ve IF dongiistinden gikilir. N 2’ye
esit ise o satirdan sonra gelen iki satir gbzoniine alinir. Eger N 1 veya 2’ye esit
degilse 'TELSE’den sonra gelen satirlar iglem goriir ve dongiiden cikilir.

A.7 DO Dongiileri

DO dongiileri FORTRAN programlarinda tekrar eden isglemleri yapmak igin
kullanihir. Genel kullanim sekli asagida verildigi gibidir.

DO n I=NILK, NSON, NARTI

(komutlar)
n CONTINUE

Burada n DO dongilistiniin numarasini belirtir. I herhangi bir tamsay:
degigkenidir. NILK T'min alacag ilk degeri, NSON, I'nin alacagi son degeri
ve NARTI ise I'nin degerinin kacar kacar arttirilacagimi tanmimlar. Asagidaki
ornekte I'nin 1’den 20’ye kadar 3’er 3’er arttirilacagini gosterir.

X=0.0

DO 10 I=1,20,3

X= X + SIN(X)
10 CONTINUE

A.8 Girdi-Cikt1 Komutlar:

Bir programin caligmasi i¢in gereken veriler ekrandan dogrudan girilebilecegi
gibi verilerin daha 6nce yazildigi bir dosyadan da okutmak miimkiindiir. Benzer
sekilde programin iirettigi veriler ekrana yazilabilecegi gibi herhangi bir dosyaya
yazilarak uzun siireli olarak korunabilir. Bir dosyadan veri okumak veya dosyaya
veri yazmak i¢in o dosyay1 agmamiz gerekir. Bu OPEN komutu ile yapilir. Genel
kullanim bigimi

OPEN(n, FILE=’DOSYAADI’, STATUS=’UNKNOWN’)

seklindedir. Burada n bir tam sayir olup birim numarasi olarak bilinir.
DOSYAADI, acilmas istenen dosyanin adidir ve daha énceden ’'CHARACTER’
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tipi degisken oldugu belirtilmelidir. ’STATUS’ dosyanin statiislinii belirtir.
Statii ’'OLD’, 'NEW’ veya 'UNKNOWN?’ olabilir. Statiintin ’‘OLD’ olmasi daha
onceden varolan bir dosyanin acildigr anlamina gelir. 'NEW? yeni bir dosyanin
acildigr, UNKNOWN ise acgilmakta olan dosyanin statiisiiniin bilinmedigi an-
lamina gelir. "OPEN’ ile agilan bir dosyadan veri okunarak veya dosyaya veri
yazilarak dosyanin belirli bir satirina kadar gelinebilir. Dosyanin herhangi bir
sebeple bagmma doniilmesi istenirse 'REWIND(n)’ komutu kullanilir. Burada n
geriye sarilmasi istenen ve daha énce ’'OPEN’ komutu ile agilan dosyanin birim
numarasidir. 'OPEN’ komutu ile agilan bir dosya gerektiginde, n acilan dosyanin
birim numarasi olmak iizere ’'CLOSE(n)’ komutu ile kapatilir.

1ki 6nemli girdi ve gikt1 komutu READ ve WRITE komutlaridir. Birincisi
verileri ekrandan veya bir veri dosyasindan okumaya, ikincisi ise elde edilen
verileri ekrana veya bir dosyaya yazmaya yarar. Okuma ve yazma iglemleri
formatlh olabilecegi gibi formatsizda olabilir. Formath okuma veya yazmada
giktilarin nasil okunacag) ve yazilacag net olarak tanimlanir. Formatsiz okuma
ve yazma komutlari

READ(*,*) liste
WRITE(*,*) liste

seklindedir. Liste burada okunacak/yazilacak degiskenleri temsil eder. Parantez
icindeki birinci yildiz okumanin/yazmanim ekrandan/ekrana olacagini belirtir.
Eger yildiz yerine bir tam say:1 kullanilirsa daha énce OPEN komutu ile agilan
aym say1 numarali dosyadan/dosyaya okuma/yazma yapilacagl anlamina gelir.
ikinci yildiz yerine bir tam say1 kullanilirsa okuma/yazmanin bu numaral for-
mata gore yapilacagi anlamina gelir. Asagida incelemeniz icin bir ka¢ 6rnek
verilmigtir.

READ(*,*) A, N
WRITE(*,*)’ X=’,X,’ Y=",Y
READ(12,*) C,D,M
WRITE(15,100) K, (A(I),I=1,3)
100 FORMAT (1X,°K=’, I5, 1X,’A=’,3(2X,E12.5))

A.9 Alt Programlar

Bir programda yapilacak igler parcalara ayrilarak her bir parcay: yapacak alt
programlar yazilabilir. Her alt program kendi iginde bir biitiinlik olusturur.
Alt programlari en temel olan iki tanesi FUNCTION ve SUBROUTINE alt
programlaridir. FUNCTION alt programinin bir ad1 ve girdi olarak kullanilacak
argiimanlari olur. Bu alt programin sadece bir ¢iktisi vardir ve programin kendi
ad1 ile aymdir. Asagida verilen 6rnek FUNCTION alt programi f(z,y) = 22 +
2zy — x * sin((x + y)/2x) fonksiyonunun degerini verilen = ve y degerleri i¢in
hesaplar ve degerini F’ye kaydeder.

FUNCTION F(X,Y)

Z= (X+Y)/X/2.

F= X*(X + 2.%Y-SIN(Z))
RETURN

END
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GNUPLOT Grafik Programi

GNUPLOT internet tizerinden bir ¢ok siteden tucretsiz olarak alinabilen bir
grafik programidir. Programin telif ve kullanim haklari igin *Girig’ (introduc-
tion) kismina bakiniz.

Programin ingilizce iyi bir ’yardim’ (help) bolimii bulunmaktadir. Burada
yeni baglayanlar i¢in ¢ok kullanilan bazi 6zellikler tanitilmaya caligilmigtir.

GNUPLOT kullanarak hem iki boyutlu (x,y) hemde ii¢ boyutlu (z,y, 2)
grafik ¢izilebilir. Bunlarin komutlar: sirasi ile 'plot’ ve ’splot’tir.

plot ve splot komutlarini kullanarak hem fonksiyonlarin grafikleri hemde
daha 6nceden deneysel veya sayisal olarak iiretilen ve bir dosyaya kaydedilen
verilerin grafikleri ¢izilebilir. Dosyaya kaydedilen verilerin iki veya {i¢ boyutlu
cizim icin uygun olacak sekilde kolonlar halinde olmasi gerekir. Iki boyutlu
grafik ¢izimi i¢in birden fazla veri grubu varsa bunlar arasinda iki satir bog
birakilarak bir birlerinden ayrilmalidir.

Agagida GNUPLOT komutlarinin kullanimina iligskin 6rnekler verilmistir.
GNUPLOT program agilarak asagida verilenlerin hepsi denenerek nasil kul-
lanilacag1 ogrenilebilir.

B.1 ki Boyutlu Grafik Cizimi

Gnuplot grafik programini caligtirildiginda agilim ekran Sekil B.1’de gosterildigi
gibidir. Bazi fonksiyonlar: {ist tarafta gosterilen meniiden segilebilir. Aym ko-
mutlar komut satirina yazilarak caligtirilabilir.

Ornek olarak siniis fonksiyonunun grafigini cizmek istedigimizi varsayalim.
Bunun icin yapilmas: gereken plot komutunu agagida gosterildigi gibi kullan-
maktir.

gnuplot>plot sin(x)

Bu komut Sekil B.2’de gosterildigi gibi girilir ve ’Enter’ tusuna basilirsa siniis
fonksiyonunun Sekil B.3’de gosterilen grafigi elde edilir. Cizilen grafikte x-ekseni
[—10, 10] araliginda segilmigtir. Bagka tiirlii belirtilmezse fonksiyon gizimleri igin
GNUPLOT hep bu araligr kullanarak ¢izim yapar. Veri dosyalar: kullanarak
¢izim yapiliyorsa bu durumda verilerin « ve y-eksenlerine kargilik gelen en kiigiik
ve en biiyiik degerleri arasinda kalan noktalar igin ¢izim yapilir. Ayrica grafik
ekraninin sag iist kogesinde komut satirinda girilen fonksiyon ve onun ¢izimine
kargilik gelen cizgi rengi gosterilir.
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A enuplot E@EJ
File Plot Expressions Functions General Axes Chart Styles 3D Help |
Replot | Open | Save | chDir | Prim | Pusc | Prev | Next |

GNUPLOT

MS-Windows 32 bit version 3.7

patchlevel 1

last modified Fri Oct 22 18:00:0@ BST 1999

Copyright(C) 1986 - 1993, 1998, 1999
Thomas HWilliams, Colin Kelley and many others

Iype ‘'help' to access the on-line reference manual
The gnuplot FAQ is available from
<http://www.ucc. Jefgnuplot/snuplot faq.html>

Send comments and requests for help to <info-gnuplot@dartmouth.edu>
Send bugs, suggestions and mods to <bug-gnuplot®dartmouth.edu

Terminal type set to 'windows’
gnuplot>

< >

Sekil B.1: gnuplot grafik programinin agilim ekrani

Fle Plot Expressions Functions General Axes Chart Styles 3D Help
| Replot | Open | Save | ChDir | Print | PriSc | Prev | Next |

GNUPL OT

MS-Windows 32 bit version 3.7

patchlevel 1

last modified Fri Oct 22 18:00:00 BST 1999

Copyright (C) 1986 - 1993, 1998, 1999
Thomas Williams, Colin Kelley and many others

er *help' to access the on-line reference manual
T e agnuplot FAQ is available from
Chetp: Zwaw. uce . 1e/Gnuplot /anuplot -faq. html> R

Send comments and requests for help to <info-gnuplot@dartmouth.edu>
Send bugs, suggestions and mods to {bug-gnuplot@dartmouth.edu

Terminal t{pe set to 'windows’
gnuplot? plot sin(x)

< 5

Sekil B.2: gnuplot grafik programu ile sin(z) fonksiyonunun grafigini ¢izmek
i¢in girilmesi gereken komut.

Bu grafik fazla detayin gerekmedigi ve herhangi bir sunum igin kul-
lanilmayacagi durumlar i¢in uygundur. Grafigi bir kag komut kullanarak daha
diizgiin hale getirmek miimkiindiir. Ornegin sag {ist satirdaki fonksiyonu
gosteren etiket

gnuplot>unset key

komutu ile kaldirilabilir. Grafik eksenlerini adlandirmak igin ’set xlabel’ veya
‘set ylabel” komutlar1 kullanilir.

gnuplot>set xlabel "x (cm)"
gnuplot>set ylabel "f(x)"

komutlar1 x-eksenine ”x (cm)” ve y-eksenine ”f(x)” adinin verilmesini saglar.
Grafigi daha iyi takip etmek igin eksenlera paralel ¢izilen ¢izgilerden olugan
1zgara konulabilir. Bunun igin

gnuplot>set grid

komutunu kullanmak yeterlidir. Bu komutlarin kullanilmas: ile Sekil B.3’de
gosterilen grafik Sekil B.4’de gosterilen grafige doniisiir.

Grafiin ¢izildigi « ve y araliklarini degigtirmek i¢in 'plot’ komutundan sonra
vazilan koseli parantezlerin igine [][] sirast ile © ve y eksenlerinin alt ve {ist
limitleri yazilir. Limit degerleri ’.” isareti ile ayrilir. Herhangi bir eksen icin
limit ayar1 yapmak gerekmiyorsa o eksene kargilik gelen kosgeli parantezin igi
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I8 gnuplot graph |:”E”,z|
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Sekil B.3: gnuplot grafik programu ile ¢izilen sin(x) fonksiyonunun grafigi.

= gnuplot graph |Z||E|r2|

1
ns
05
0.4
nz
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% ()

a

Sekil B.4: Sekil B.3’de gosterilen grafigin cesitli komutlar kullanilarak yeniden
diizenlenisi.

1B snuplot graph
1
05
=
- 1]
05
1 ks
5 4 3 2 -1 1] 1 2 3
s ()

Sekil B.5: Sekil B.4'te gosterilen grafigin sinirlarinin yeniden diizenlenmig hali.
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bog birakilir. Ornegin biraz 6nce verilen 6rnekte z ekseni [—5,3] ve y ekseni
[-1.2,1.5] arahig ile sinirlanmak istenirse, agagida verilen komutun girilmesi
yeterlidir.

gnuplot> plot [-5:3] [-1.2:1.5] sin(x)

Elde edilen sonug¢ Sekil B.5’te gosterilmistir.
Birden fazla fonksiyonunun ayni anda grafigi ¢izilmek istenirse bu durumda
komut satirina fonksiyonlar virgiil ile ayrilarak yazilir. Agagidaki 6rnek cos(2z),

22 ve x * exp(—0.5z) fonksiyonlarinin grafiklerini ayn1 anda cizer.

gnuplot> plot [-1:2] [-1.2:1.5] cos(2.*x),x*x,x*exp(-0.5%x)

Bu komut sonucunda cizilen grafik Sekil B.6’da gosterilmistir. Bu grafigin
¢iziminden 6nce ayrica ’set key dafault’ komutu girilmigtir. Bu daha 6nce girilen
‘unset key’ komutunun etkisini yok eder. Boylece Sekil B.6’da her fonksiyonun
grafigi sag tist kogede bir etiket ile belirtilmigtir.

B.2 Fonksiyon Tanimlama ve Parametrelere
Deger Atama

Belirli bir parametreye (veya parametrelere) baglh fonksiyonlar1 parametrenin
cesitli degerleri igin veya ¢ok uzun bir fonksiyonu bir kag¢ defa degisik parame-
tre degerleri i¢in ¢izdirmek gerektiginde ayni fonksiyonu defalarca yazmak zor
olabilir. Bunun yerine fonksiyon komut satirinda tanimlanarak her defasinda
verilen isim kullanilarak grafigi cizdirilebilir. En son gosterilen érnekte {i¢ tane
fonksiyon vardi: cos(2x), z2 ve xe~?-5¢. Bunlara sirasi ile f(z), g(z) ve h(x)
diyelim. Bu tamimlar GNUPLOT satir komutunda agagidaki gibi yapilir:

gnuplot> f(x)= cos(2.*x)
gnuplot> g(x)= x*x
gnuplot> h(x)= x*exp(-0.5%x)

Bu fonksiyonlarin tek tek veya bir kaginin birden fonksiyonlari c¢izilmek
istenirse yapilmasi gereken fonksiyon adlarimin satir komutuna yazilmasidir.
C)rnegin Sekil B.6’da goriilen grafigi elde edmek icin satir komutuna yazilmasi
gerekenler agagida gosterildigi gibidir.

gnuplot> plot [-1:2] [-1.2:1.5] £(x),g(x),h(x)

Bu komut yazihp grafik ¢izildiginde Sekil B.6 ile bir tek farki olacaktir. Bunu
da siz bulmaya caliginiz.

Baz1 fonksiyonlar bir veya daha ¢ok parametreye bagh olabilir. Bu durumda
fonksiyon tanimi parametrelere bagl yapilabilir. Parametrelerin degeri komut
satirinda verilebilecegi gibi fonksiyonun argiiman olarakda verilebilir. Ornegin
f(z) = ae™® fonksiyonu a ve b parametrelerine baghdir. Bu parametrelerin
gesitli degerleri igin grafik ¢izimi yapilmak istenirse iki yol izlenebilir. Birin-
cisi fonksiyon taniminda parametreleri de argiiman olarak belirtmek ve ¢izim
esnasinda degerlerini vermektir. Fonksiyonu tanimlamak i¢in agagidaki komut
yazilir:

gnuplot> f(x,a,b)= axexp(-b*x)
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1B gnuplot graph
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Sekil B.6: gnuplot grafik program ile birden fazla fonksiyonun grafigi aym
anda gosterilebilir.

Bu fonksiyonun grafigini ¢ = 0.5, b = 1.2 i¢in ¢izmek gerekirse komut satirina

gnuplot> plot £(x,0.5,1.2)

yazmak yeterlidir. Sonug¢ Sekil B.7’de gosterilmisgtir.

B.3 Uc Boyutlu Grafik Cizimi

U¢ boyutlu grafik ¢izimi i¢in splot komutu kullamlir. Bunun kullanim bigimi
plot komutu ile bir ¢ok benzerlikler tagir. Splot ile hem fonksiyon hemde
dosyalara daha 6nceden kaydedilmis verilerin grafigi cizilebilir. Ug boyutlu
grafik ¢izimi icin verilerin 6zel bir gekilde dosyaya kaydedilmis olmas: gerekir.

B.3.1 Fonksiyon Grafigi Cizme

Bir f(z,y) fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in
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Ek C

BOLUM 2’e AIT
PROGRAMLAR

C.1 KOK1 programi

program kokl
C*k*

yarlama metodu ile kok bulur. kokleri bulunacak
f(x) fonksiyonu kullanc tarafndan verilmelidir

aranan kokun bulundugu (a,b) aralg verilmelidir.
f(x) EXTERNAL olarak belirtilmelidir
Cxkok

C
C
C
C
C

external f

real*8 a,b,eps,xkok,f
integer imax,iter

data a,b/0.0,2.0/
data eps,imax/1.e-12,100/
write(*,*) ’Kokun bulundugu arallgl, "a" ve "b" yi giriniz:’

read(*,*) a,b

call yarilama(f,a,b,eps,imax,iter,xkok)

y= f (xkok)

write(*,100) xkok
write(*,200) y
write(*,300) iter

100 format(lx,’ Bulunan kok degeri=’,1pel2.5)
200 format(1lx,’ Fonksiyon degeri =’,1pel2.5)
300 format(lx,’ Iterasyon sayisi =’,I5)
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end

CRFokk KKKk

subroutine yarilama(f,a,b,eps,imax,iter,xkok)
real*8 a,b,c,eps,xkok,f

integer imax,iter

CoHkkkkok koK okokokok ok ok ok ko kK

! yarilama metodu ile kok bulmak uzere yazilmistir.
! £(x) koku aranan fonksiyon, (a,b) aranan kokun

! bulundugu araliktir

! girdiler:

! f: koku bulunacak fonksiyon

! (a,b) aranan kokun bulundugu araligin alt ve ust limitleri
! eps: taninan hata payi

! imax: koku bulmak icin yapilacak maksimum deneme sayisi

! ciktilar:

! iter: kokun kac denemede bulundugu

! xkok: bulunan kok

CoRskokokokok Kok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok
c kok araligi verilmis mi kontrol et

if (f(a)*f(b).gt.0) then

write(*,*)’ Kokun bulundugu (a,b) araligi verilmelidir’
write(*,*)’> "a" ve "b" degerlerini kontrol ediniz’

stop

return

endif

iter=0
10 c= (a+b)/2.
iter= iter + 1

if (abs(b-c).le.eps) then
xkok=c

return

endif

if( £f(b)*f(c).le.0.) then
a=c

else

b=c

endif

if(iter.gt.imax) then
write(*,*)’ Maksimum iterasyon sayisinda istenen’
write(*,*)’ hassasiyeti saglanamadl’
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xkok=c

else

goto 10

endif

return

end
Cokokokkok ok kK ok kK
function f(x)
real*8 f,x

f=xxx - 1.0
cc f= 0.5%x-sin(x)

return
end
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Ek D

BOLUM 3’¢ AIT
PROGRAMLAR

D.1

ADD1 programi

Euler metodunun kullanildig1 ¢ok basit ve ilkel bir program agagida verilmigtir.

PROGRAM ADD1
REAL X,Y,XS,YA,DX,YD,DY
INTEGER K,K1

WRITE(*,*) ’ADD1’
CONTINUE

WRITE (%, %)

C BaslangIc sartlarInl ve adIm uzunlugunu giriniz

WRITE(*,*)°X,Y,XS ve K yI giriniz:’
READ(*,*) X,Y,XS,K

IF( K.LE.O ) GOTO 99

DX= (XS-X)/FLOAT (K)

WRITE (%, %)
WRITE(*,*) °X =2,X, > Y =’,Y
WRITE(*,*) ’DX=’,DX,’ K =’,K

C Analitik cozum, YA

99

YA= (Y+X+1.0)*EXP(XS-X)-(XS+1.0)
DO 2 K1=1,K

YD= Y+X

X= X+DX

Y=Y + DX*YD

CONTINUE

DY=YA-Y

WRITE(*,*) °X =2,X, > Y =Y
WRITE(*,*) °’YA=’,YA,’ Hata= DY =’,DY
GOTO 1

CONTINUE

END
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